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Den Lesern dieser Zeitschrift bringen wir zur Kenntnis, 


dafs der Herausgeber 


Prof. Dr. phil. Dr.-Ing. E. h. 
KRICH IREFFTZ 


einem neuen Änfall der tückischen Krankheit, von der er 
um die Jahreswende bereits genesen zu sein schien, am 
21. Januar 1937 erlegen ist. In seiner allbekannten Einsatz- 
bereitschaft hatte er vor 3". Jahren die Leitung der ver- 
waisten Zeitschrift übernommen und hat diese mit Tatkraft 
und Umsicht weitergelührt, wie das bei seinen prachtvollen 
menschlichen Eigenschaften nicht anders zu erwarten war. 
Wir betrauern den frühen Tod des vortrefflichen Mannes, 
von dem wir noch viele schöne Leistungen erwarten durften, 
aufs Tiefste und werden sein Andenken allzeit in hohen 


Ehren halten. 


Verein deutscher Ingenieure 


H. Schult. Vorsitzender. 


Gesellschaft für angewandte Mathematik und Mechanik 


Namens des Vorstandes: L. Prandtl. 


Fr. A. Willers in Freiberg/Sa. hat es in sehr dankenswerter Weise übernommen, die Geschäfte der Schrift- 
ng dieser Zeitschrift, die er bereits während der Krankheit von Prof. Trefftz vertretungsweise wahrgenommen hatte, bis 


zu einer endgültigen Neuregelung weiterzuführen 








phot. Ursula Richter 














Erich Trefftz +. 


\s gibt ganz wenige Vertreter der Angewandten Mathematik und Mechanik in 
| j Deutschland, die sich an umfassendem Wissen und Klarheit der Auffassung 
nit Prof. Erich Trefftz vergleichen konnten und vielleicht überhaupt keinen, der 
las breite Gesamtgebiet, angefangen von der reinen Mathematik bis hinein zu 
len Anwendungen der technischen Mechanik, so beherrschte wie er. Dabei war 
cr ein überaus lebendiger Lehrer, der sich die Herzen der Jugend zu erobern 
verstand und der die Begabten durch persönliches Eingehen auf ihre besonderen 
Interessen noch enger an sich band und förderte. Alle, die ihn kannten, liebten 
ihn wegen seiner herzlichen Art und seiner prachtvollen Fröhlichkeit, die ihn selbst 
auf dem Krankenbett nicht verließ. Wir haben deshalb Grund zu tiefster "Trauer 
über das neidische Schicksal, das ihn uns so früh, in einem Alter von nicht ganz 
{9 Jahren, schon entriß. Wie viel hätte er seinem Vaterlande, seinen Schülern und 
seinen Fachgenossen noch sein können, wenn ihm ein längeres Leben beschieden 
vewesen WÄäre. 

Über den äußeren Gang seines Lebens mag das Folgende gesagt werden: 
Er ist am 21. Februar 1888 als Sohn des Kaufmanns Oskar Trefftz in Leipzig 
seboren, besuchte von 1897 an zunächst 3 Jahre lang die Thomasschule zu Leipzig. 
Im Jahre 1900 siedelten seine Eltern nach Aachen über. Am dortigen Kaiser- 
Wilhelm-Gymnasium schloß er Ostern 1906 die Schulzeit mit der Reifeprüfung ab. 
Inder Absicht Maschinenbau zu studieren, arbeitete er zunächst etwa ein halbes Jahr 
als Praktikant in einer Aachener Maschinenfabrik und studierte dann 2 Semester 
an der Aachener Technischen Hochschule. Dann aber wandte er sich dem Studium 
der Mathematik zu und studierte zunächst noch 2 weitere Semester in Aachen, 
dann ein Jahr in Göttingen, wo er von dem Bruder seiner Mutter, Prof. C. Runge, 
dem Neubeleber der Angewandten Mathematik, zu Assistenzdiensten herangezogen 
wurde, im übrigen auch bei mir im Institut für angewandte Mechanik ein häufiger 
(sast war. Daß Trefftz später der Fortführer des Rungeschen Schaffens geworden 
ist, ist wohl in noch stärkerem Mali dem Umstand zu verdanken, daß Runge, als er 
tür das Winter-Semester 1909/10 als Austauschprofessor an die Columbia-Universität 
ın New York ging, seinen Neffen als Helfer bei seinen Vorlesungen und Kolloquien 
dorthin mitnahm. Nach seiner Rückkehr studierte Trefftz noch ein Semester in 
“öttingen und dann noch 4 Semester in Straßburg, wo er mit einer von Prof. v. Mises 
angeregten mathematischen Arbeit über die Kontraktion kreisförmiger Flüssig- 
keitsstrahlen promovierte. 

Er war dann Assistent an der mathematischen Sammlung der Technischen 
‚lochschule Aachen. Bei Kriegsbeginn ging er, obwohl wegen einer Verletzung 
icht diensttauglich, als Freiwilliger ins Feld und war später Offizier bei einem 
“raltfahrtrupp. Nach einer Verwundung wurde er gegen Kriegsende an das Aecro- 

vnamische Institut der Technischen Hochschule Aachen geholt, um dieses zur 
ıt verwaiste Institut für kriegstechnische Forschungen nutzbar zu machen. Er 
‘eb dann in Aachen, wo ihm zum Sommer-Semester 1919 die ordentl. Professur 
angewandte Mathematik übertragen wurde. Am 1. Oktober 1922 ging er von 
t als Professor für Technische Mechanik nach Dresden, wo er bis zu seinem 


\ 





angebahnt, insofern er der Deutschen Versuchsanstalt für Luftfahrt in Berl n- 
Adlershof als ıhr wissenschaftlicher Berater in Fragen der angewandten Mathema il 
näher trat. Diese "Tätigkeit, die sich in Kolloquien mit den einzelnen Abteilunsen 
und ın persönlicher Zusammenarbeit mit einzelnen jungen Forschern abspieite 
machte ihm besondere Freude und belebte seine Hoffnungen auf dem Krankenbo:t: 


Tode wirkte. Eine neue, erweiterte Tätigkeit hatte sich in seinem letzten J:hı 


Wie sehr es ıhm ein Bedürfnis war, mit der Jugend zu leben, zeigte sich u. a 
darın, dals er Gruppen begabter junger Leute um sich sammelte und sie in Sondoer- 
vorlesungen und Kolloquien bis an die Grenzen seiner eigenen Forschung heran- 
lührte, ferner durch die von ihm ins Werk gesetzte Gründung der Akademische: 
liegergruppe Dresden, die jahrelang unter seiner theoretischen und praktische: 
leitung stand. Im übrigen betätigte er sich auch in organisatorischer Richtung 
als Nlitarbeiter der Studienstiftung des Deutschen Volkes und als Vertrauensmann 
der Notgemeinschaft der Deutschen Wissenschaft. Wiederholt gehörte er dem 
\orstand der Deutschen XNlathematiker - Vereinigung an. Die Gesellschaft fü, 
Angewandte NMlathematik und Mlechanik, deren engerem Vorstand er seit 1933 
angehörte, hat besonderen Anlaß zur Dankbarkeit gegen ıhn. denn sie hat ihm. 
abgesehen von vielseitigen Anregungen und von Vorträgen bei ihren Tagungen 
zwei besonders ergebnisreiche Tagungen in Dresden zu danken, eine im Früh- 
jahr 1925 und eine im Herbst 1936. An dieser letzteren konnte er aber selbs 
seiner Erkrankung wegen schon nicht mehr teilnehmen. 

Die wissenschaftlichen Leistungen von Erich Trefftz sollen bei einer späteren 
Gelegenheit noch im einzelnen gewürdigt werden. ;Es soll deshaib hier von seineı 
wissenschaftlichen Tätigkeit nur ein allgemeines Bild entworfen werden. Es ist 
kennzeichnend für seine Arbeitsweise, daß er dank seiner umfassenden Kenntnis 
der Methoden der reinen NMlathematik diese nach jeder Richtung hin nutzbar 
macht, um für praktisch vorliegende Probleme neue Wege zur Berechnung der in 
Frage stehenden Funktionen oder Zahlwerte zu gewinnen. AÄnalvtische, numerische 
und graphische Lösungen treten dabeı in gleicher Weise auf. Der größere Teil 
solcher Arbeiten bezieht sich auf Probleme der Mechanik, einige aber auch aul 
die Verbesserung allgemeiner angewandt-mathematischer Methoden. Daneben 
linden sich auch Arbeiten, die eine strengere Herleitung von an sich bekannten 
Aufgaben der Mechanik zum Ziele haben. Die Gebiete der \lechanik, denen eı 
seine Kunst zugute kommen läßt, sind sehr mannigfaltig und umfassen die Hydro- 
dvnamik und Aerodynamik (rotationssymmetrische Flüssigkeitsstrahlen, Tragflügel- 
und Propellertheorie), die EKlastizitätstheorie (Torsion, Schubmittelpunkt, Platten- 
knickung und Schalenbiegung), Schwingungslehre (Längsschwingungen von Flug- 
zeugen, Schwingungen von Kurbelwellen) und anderes mehr. Die mathematische 
Klastizitätstheorie hat er einerseits für das Buch von Frank-Mises, andererseits für 
das Handbuch der Physik zusammenfassend bearbeitet, für die Teubnersche Liehr- 
büchersammlung schrieb er eine Graphostatik. 

Seine Arbeiten, die sich immer durch große Klarheit auszeichneten, haben 

ihm bei allen Fachgenossen uneingeschränkte Anerkennung eingetragen. Dies 
kommt u. a. auch durch die Verleihung des Ehrendoktors der Technischen Hoch- 
schule Stuttgart zum Ausdruck, die ihn bereits mit 41 Jahren 1929 erreichte. 
— — "Trefftz hat sich im Jahre 1918 mit der Tochter einer Aachener Familie, Fräulein 
Frieda Offermann, verheiratet. Dieser überaus glücklichen Ehe waren fünf nun 
blühend heranwachsende Kinder beschert. Ihnen war er ein rührend guter, treu- 
besorgter Vater und ihr bester Kamerad. Das häusliche Glück, die Freude n 
der Arbeit, die Verehrung seiner Schüler und die Liebe seiner Freunde macht n 
ıhn zu einem glücklichen Menschen. L. Prandtl 
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HAUPTAUFSÄTZE 


... 


line neue Stromfunktion für die Erforschung der Bewegung 
der Gase mit Rotation. 
Von I. Crocco in Rom. 


Bedeutung des Problems der rotationellen Bewegung in den Überschallströmungen von Gasen. 
Die neue Stromfunktion, von der hier die Rede ist, existiert, wie die gewöhnliche, nur für 


lie zweidimensionalen Bewegungen oder für diejenigen, die Umdrehur.gssymmetrie 


ım eine Achse besitzen. Immerhin ist es eut der Allgemeinheit und Sehnelliekeit der 
Darstellung weren. zuerst den allgemeinen stationären Beweeunesfall in drei Dimensionen 

prüfen, und dann die Folgen daraus zu ziehen, die die zwei besagten Fälle betreffen. 
Die Gleichungen der Gasdynamık sind schon Gegenstand von zahlreichen Untersuchungen 


und genauen oder annähernden Lösungen gewesen, aber bis jetzt nur in. dem besonderen Fall 


er rotatıonsfreien Strömune. 
Die Voranssetzune der Rotation eleich Null in dem zanzen Beweruneseebiet, gerecht- 
riet für die vollkommenen Gase (die wir einzie und allein berücksichtieen). wenn die Ge 


chwindigkeit der Flüssigkeit bezüglich der Körper, die sie enthalten oder die von ihr 


nschlossen sind, überall geringer als die Schallgeschwindigekeit ist und die Rotation 
ich Null ist längs irgendeiner Linie, die alle Stromlinien durehsehneidet 1z. B. im Unend- 
hen stromaufwärts), ist dagegen im allgemeinen nicht mehr gerechtfertiet, wenn die Ge- 
hwindigkeit, wenn auch nur lokal, jene des Schalles übertrifft. Unter diesen Umständen 
onnen tatsächlich Verdiehtungsstöße stattlinden, charakterisiert für die vollkommenen 
se mittels Diskontinuitätsoberflächen, dureh welche der Vektor der Geschwindigkeit une 
/ustandserößen des Gases eine plötzliche Veränderung erleiden, die sich von einem Punkt 
Stoßoberlläche zum anderen unterscheidet, wenn diese nieht eben oder kegelförnmig ıst. 
ler Bewegung der wirklichen Gase ist eine eigentliche Diskontinuität nieht möglich, aber 
wurde bewiesen, daß die Wärmeleitunge im allgemeinen zu vernachlässigen unter 
\ıssen Umständen bedeutende Wärmeübergänge zwischen Nachbarschiehten mit starken 
nperaturgradienten zulassen kann, so daß sie bedeutende Zustandsänderungen hervorruft 
einer Schicht, die so dünn ist, daß der Unterschied gegen den idealen Stoßfall unerheblieh 
|. Selbstverständlich sind die Zustandsänderungen wegen der Wärmeübergeänge nicht 
" adiabatisch, und man hat durch die Stoßoberfläche eine Zunahme an Entropie, deren 
aa sich im allgemeinen von einem Punkt zum anderen ändert. Das Gas wird daher, 
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auch wenn es stromaufwärts «der Stoßfläche isentropiseh ist, stromabwärts nicht m 
isentropisch sein, weshalb also auf Grund des bekannten Theorems von Bjerkne: 
stromabwärts von der Stoßfläche die rotationsfreie Beweeune nieht mehr « 
stieren kann. 

(Gleichzeitig hört «die gewöhnliche Potentialfunktion auf zu existieren, sowohl in 
dreidimensionalen als auch in dem zweidimensionalen Fall: im zweidimensionalen Fall. 
im Fall von Symmetrie um eine Achse, eignet sieh nieht einmal mehr die gewöhnli: 
Stromfunktion für die Anwendungen, da in ihr die Diehte der Flüssiekeit erschei 
diese kann, da das Adıabatengesetz, das sie an den Druck bindet, fortfällt. nicht mehr 
"unktion der Geschwindiekeit alleın ausgedrückt noch ın der Weise leicht eliminiert werd 
daß eine Gleichung erhalten wird, die die Stromfunktion allein enthält. Also fehlen in bei 
"ällen «die Mittel für «die genaue Erforschung der rotationellen Bewerung, besonders all 
jener Bewegzungen, in denen Stoßwellen erscheinen, «die nicht eben oder kegelförmig sind 

ls interessiert «daher «die Untersuchung der allgemeinen Bewegungsgleichungen, 
weniestens ın einigen Fällen die genaue Erforschung der rotationellen Bewegung der CGiası 
zu ermöglichen. 


Die allgemeinen Bewegungsgleichungen. Mit \S bezeichnen wir den Geschwindigekeits 
vektor, mit V" seinen Betrag, mit V, die lokale Schallzeschwindiekeit, mit 17, die sogenannt: 
G‚renzgesehwindigkeit der Expansion ins Vakuum, mit p den Druck, mit o die Dichte, 
it 7 die Temperatur des Gases, mit PA die Gaskonstante und mit A das Verhältnis der 
spezifischen Wärmen. 


Die Gleichungen der stationären Beweerune kann man in die bekannte Form brineen 


| | 


era? —+ rot D 


/ 


> BE . th 


‘) 


/uı «dieser zesellt sich die Kontinuitätseleiechune: 
elıy (ON) 0) ; . - ; e A i . ‚ 121, 


die Energiegleichung, welehe man für die vollkommenen Gase schreibt’): 


’ —273 N, r 
> 1: vonst en a RE TFERTE AR I»), 

um jene des Zustandes: 
u 4 0 RP & - A a i E ä R . : . (| 


Wenn man sieh an den bekannten Ausdruck der Schalleeschwindiekeit erinnert, hat man 


weren (9) 
v.’ 4 "RT 


y)’ 


Indem man nun Gl (bh) dureh V teilt. erhält man. dank Gl. (3) und der Zustancdles- 
oletehtne 


| rot RL ; Y 
> „grad 1° v.: 1 gaanB: : >: » 2. | u: 
\ber aus (9°) hat man 
eradV° k— 1 | Bi 
eradInV, = gradln 7 Fr j: 3Y.: sradl® . . ur (9 


und so kann man mittels (4). wenn man die Entropie «des Gases ın mechanischen HKınheit: 
mit S bezeichnet. Gl. (171 so umwandeln: 


| | 
x). x). rg], 1 I; 
rent x a | | / | | u | , 
| grad In / np, gradin — eradıin ‚erads (dl 
| Ä /, | I: | k- | d) IR Iı 
I, 
p 
Siehe B. „Hdb. der Physik“ Bd. VIL S. 11, Formel (3b) 
\lann erke, daß die Nonstante, die ın dieser (Gleichnnme erscheint, dieselbe bleibt langes jedes Stromfad 
eh wenn Stoße eintreten: die Wärmeübergänge, die dieselben hervorrufen, spielen sieh tatsächlich zwischen 
Qnerschnitten des gleichen Fadens ab und betreffen nieht die benachbarten, so daß die Gesamtenergie eines jt 
dens konstant bleil \nberdem setzen wir ein anfänglich iso-energeetisches Gas voraus nnd daher die Konst 
Ar s dasselbe ist, I rleich für das ganze Gasgebiet 
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<> Gleiehung, die in veränderter Form das Theorem von Bjerknes ausdrückt, führt 
Iom sehon genannten Schluß. daß rot ® nieht eleieh Null sein kann, wenn das Gas nieht 
tropisch Ist. 


Wenn man (1) skalar mit 3 multipliziert, so gibt das erste Glied Null, und das letzte: 





\::oradSs=0, 


PR 


:ıf; lines einer jeden Stromlinie, abgesehen von dem Ort des Verdiehtungsstoßes, die Ver- 
Isrıneen des Gases isentropisech sind. 


Demzufolge hat man die Ausdrücke: 


| 


N. orsd In o + erad In p + oradin 7 Nrgra InV,?; 


l; 


'ıık deren. wenn man «ie Kontinmtätsgleichung ın der Form 





its ie Ben ER, 5 WE 7 | BERGE a 2. : ar 
nt 
te. -hreibt. leieht ersiehtliceh wird, daß sie sich auch in die zwei Formen verwandeln kann, die 
der »r Gl. 12) eleiehwertie sind: 
> 
» lin (p' B)—0: div(VA1B)=0 . Ye ae en ee 2 9 
| Indem man die Entropie aus Gl. (1) ausscheidet, erhält man dank (37) «die folgende Gleichung: 
frei BL S) 
ro - _ A: rd rd 2> nr er „An > (>), 
\, y’ 
>; u en 
die vereimiet mit (7) 
| 4 
sry? —- VrTNeR . . u ee nn a 
£ une mit den Grenzbedinzungeen die Bewegung vollständig bestimmt. 

Die Gl. (5) und (6) sind wiehtie,. weil sie nur die Geschwindigkeit enthalten. Besonders 
| viehtie ist die Form der Kontinuitätsgleiehung, deren Gültigkeit in der ıisentropischen Be- 
all vezung offenkundig ist, weil hier die Diehte überall proportional zu (V7? VA" ist, im 

serenwärtigen allgemeinen Fall jedoch nieht so klar zutage liegt, da hier diese Proportionalität 
7 nur länes «ler einzelnen Strömuneslinien besteht. 


Die (rl. (6) ist sodann von größter Bedeutung ın dem zweidimensionalen Problem une 
ı dem mit axialer Symmetrie, da sie zur Definition der neuen Stromfunktion führt, die 
(te strenge Erforschung dieser beiden Probleme gestattet. 


Bewegung in zwei Dimensionen. Nehmen wir die Grenzgeschwindigkeit als Einheit für 
ie Gesechwindiekeit. was zu einer kürzeren Schreibweise der Formeln führt’. und setzen wir 


u ee En N een (*). 


Seien #0 mcosd, r—=msind die Komponenten von w, das wir von jetzt ab kurz 
schwindigekeit nennen werden: #9 ist die Neigung von mw gegen die .r- Achse. 


Nehmen wir an, daß die Indizes .r, y die partiellen Ableitungen bezüglich der ent- 
schenden Richtungen anzeigen: wie man leicht sieht, wird rot B=r,  u,. senkrecht ge- 
ıtet zur Ebene der Beweeune nach unten. so daß «die Gl. (5) und (6) die Form erhalten: 


in, u) 0 lei" 


e| im |757 . r 0, — leli — w’j# 14 vl — w’)%—-1I —=V (S). 
’ . pr 


Siehe Castagena: Formole per lo studio sperimentäale eee. „Atti della R. Ace. delle Seienze di Torıno*, vol. 70, 
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die erste derselben kann leicht mit Hilfe der zweiten in die Gleichung 





Ö | ", HM, C "x H, 0 
! - 1) 
Ö 6 ı n / Q „ N j | 

(l ”) Il | 1°”) | 


umzeformt werden, die unmittelbar beweist, daß, solange die Bewegung stetige ıst, der A 

ruek zwisehen «den Klammern konstant längs jeder Stromlinie bleibt, und daß daher 

> . ) h > . .. rg‘ 

Rotation sich «der Potenz von 1 - 0” proportional verhält, also auch von der Temperat 
—j 

wie (9°) zeigt. Daraus, daß längs jeder Stromlinie die Umwandlungen isentropisch sind, 


j 


daher p mit 7°" proportional ist, ergibt sich nun das folgende 


Theorem: In der zweıidimensionalen Deweerune eines Gases Ist ıdıı 
Wırbelstärke längs Jeder Stromlinie, zwischen zwei Diskontinuitäten, proportional 
mıt dem Druek. 


Wenn wir jetzt zu den Gl. (S) zurückkehren, sehen wir, daß die zweite automatisch 
befriedigt ist, wenn man 


] ] 
ll n)k—-l—=yr,. vll — m)k—1 y' ee PL (9) 


setzt: wo , irgendeine Funktion der Koordinaten, die neue Stromfunktiıon ist, die, ab- 
vesehen von einem Faktor, mit der gewöhnlichen Funktion zusammenfällt. wenn die Bewegung 
rotationsfrei Ist: aber sie unterscheidet sich wesentlich davon im rotationellen Problem. In 
der Tat erscheinen in den Formeln (9) nur die Geschwindigkeit und ihre Komponenten, di: 
also ın Funktion der Ableitungen von y' allein ausgedrückt werden können, was nicht möglel 
ıst mittels der gewöhnlichen Stromfunktion, wenn die Bewegung rotationell ist. 


Die (al. (VO) kann man auch ın der foleenden Form ausdrücken: 


Bi 1! 
w(il—e’)r-l=y,’+y,’=|grad y'?, to u) 
H 1’ 


yı 


Die Werte von #, v, die man aus diesen gewinnt, führen, ın die erste Gl. (5) oder in (N) 
eingesetzt, zu einer Gleichung dritter Ordnung in y, die die allgemeine Gleichung der zweı 
dimensionalen stationären Strömune eines reibunesfreien Gases darstellt. 


Ks ıst jedoch leicht, sofort ein erstes Integral dieser Gleichung zu erhalten. In deı 
Fat ıst gemäß Definition: 


m ty’, ), 


so «daß. solangee die Bewereune stetie ist, (S’) nur befriediet ist. wenn 


h fiy) . j . } e ’ ; ö ä ö E : i . (Io 


Bevor wir «diese Gleichung zweiter Ordnune entwickeln, betrachten wir die Bedeutung « 
Funktion ftyr) näher. 


Wir bezeiehnen mit » die Normale zu den Stromlinien, welche zur Geschwindigk: 
gerichtet ist, wie die »»Achse zur .--Achse. Wenn man von (1”) den Betrag nimmt und sic) 
vor Augen hält, daß ım zweidimensionalen Fall rot ”® senkrecht zu I ist, und da sera 
senkrecht zu den Stromlinien ist, so hat man, nach Betrae und Vorzeichen: 


mie, HM, Il ds 


e "Rdn 


Aber aus «er ersten Gl. (W) gewinnt man, da grad y ebenfalls senkrecht zu den Stro 
lımien ıst: 
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nn man die rechten und linken Seiten der beiden Gleiechuneen dureh einander dividiert. 
S als Funktion von y betrachtet, was augenscheinlich zulässig ist, hat man: 


wen | " LAS 


h ww) 2, Rd y Be 


daß, abgesehen von einem konstanten Faktor, f(y) mit der Ableitung der Entropie 
‚ch der Stromfunktion zusammenfällt. 


Wenn die Bewegung Stoßwellen aufweist, so erleiden sowohl die Entropie als auch 
Stromfunktion Diskontinuitäten, und folglieh ist fiy) im allgemeinen stromaufwärts und 
-smabwärts der Stoßlinie verschieden. Auch ın dem Falle, daß die Rotation, und folelieh 
‚ stromaufwärts des Stoßes gleich Null ist, sind beide Größen im allgemeinen stromabwärts 
»rsehieden von Null, wie bereits hervorgehoben wurde: vorausgesetzt, daß die Verteilung der 
;sschwindiekeit stromaufwärts der Stoßlinie und die Form der Stoßlinie zereben sınd, 
»stimmen die Stoßgleichungen vollständig die Geschwindigkeit und den Zustand des Gases 
tromabwärts, wo f(yr) auf dieser Weise völlig dureh Gl. (10°) festgelegt ıst. 


Auf jeden Fall sieht man vom Anfang an, daß die Stoßlinien das Feld der Bewegung 
‘ Zonen teilen, in deren jeder f(y) ım allgemeinen verschieden ist, und folelich eine ver- 
J / 
<chiedene Gleiehune der Beweerunge erforderlich ıst. 


Um nun zu der in y expliziten Gleichung überzugehen, führen wir in (10) die Werte 
rein, die man aus (9) oder (9) gewinnt. 


Wenn man die erste der Gl. (W) nach y ableitet, so erhält man die Beziehung 


IR ra uw 
( erh Mn, Mm, . 
| &—-Di— we”? EU 
aus der man, sich der zweiten Gl. (7) erinnernd, 
er 
| I ga un i— wi! 
| mw)“ 7 2 WW, Tr Nun 


vewinnt. 


leitet man ın der eleiehen Weise die zweite der (9) nach .r ab. so erhält man 


/1eht man die zweite von der ersten ab. so hat man also 


ml nk] 


i ’ ee 
X y) v En ' y 4 


\us der ersten Gl. (9) erhält man dureh Bildung der Gradienten 


») 
2 TE 
2 I; | ler: % ’ »y*’s ’ l ’ ». , 
w(l1 — a?) | ans N game erad on vgrady.+ y,„grady, 
e] vermöoee (il, (‘)), 
| * 
7) 1 m”\ N 
w(1 —- w)k—1lj ; Jeradır rerady. + ugradı, 
u, 


(! daher, wie man leicht sieht. 
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Wenn man diesen Ausdruck in der vorieen Gleichung ersetzt, zelanet man nach einfa: 


I'mformuneen zu: 


(l me) ir tt, 2 1 „2 UWxa 2 xy +| | ‚2 'uu 


so «daß endhieh die Gl. (10) in die foleende Form gebracht werden kann: 


” li T | » 
H tn u° Ei’ie 


| slUx:a - 2 "xy il |WVun (l ur) ie: I) fiyn ' . . ii 


in der «die zweiten Abeeleiteten ersichtlich sind und die Koeffizienten. vermöre der G| 
oder (9), nur die ersten Ableitungen von y' enthalten. 


Man sieht also, daß für fiy) 0 die Gleiehung (10°) zur gewöhnlichen Gleichung «(Je 
otationsfreien Bewegune wird: dies ist klar, da das Nullwerden des ersten Gliedes eben zeit 
daß die Drehung gleich Null ıst. 


Interessanter ıst die Bemerkung, unmittelbar aus (10°) hervoreehend. daß zur Schall 
eeschwindiekeit. nämlich für »# ec die Gleichung dieselbe ıst wie ım rotatıonsfreien Fall 
une daher die Wirbelstärke des Phänomen nicht beeinflußt. 


Man bemerkt außerdem. daß für Geschwindiekeiten, die klein sind. vereliehen mit de: 
Schalleeschwindiekeit, die Funktion y" mit der gewöhnlichen Stromfunktion der unzusammen 
(drüekbaren Flüssiekeiten zusammentrifft. während die Gleiehune (10°) sieh auf 


' I ‚ ‚ 
Yet un ty 


reiluziert. nämlich «die bekannte Gleiehune der Wirbelbeweeune in unzusammendrückbaren 
Klüssıekeiten ®). 

Man bemerke jedoch, daß ım gegenwärtigen Fall der Gase die gefundene Gleichung 
höhere praktische Bedeutung hat als «die letztere, dadurch daß die rotationelle Bewegung 
notwendieerweise in fast allen Problemen mit UÜberschallgeschwindiekeiten entsteht. 


Symmetrische Bewegung um eine Achse. Auch ın diesem Problem wie ım zweidimen- 
sionalen kann man eine Stromfunktion analog zur vorhergehenden feststellen. In der Tat. 
da die Bewerunge Axtalsyvmmetrie aufweist, Ist sie vollständig dureh ihren Verlauf ın irgend- 
einem Meriliansechnitt bestimmt. Wenn man ın «hesem Sehnitt die „-Achse zusammenfallend 
mit «der Symmetrieachse und «die Achse senkrecht zu derselben nımmt, und mit a, r die 
entsprechenden axialen und radialen Komponenten (die tangentiale Komponente ist durch 
IIvpothese wleich Null) der Gesehwindigkeit. immer auf die Grenzgeschwindigkeit bezogen, 
bezeichnet, so leitet man leicht die zwei der Gl. (5) entsprechenden Gleichungen ab: 

N n | r | 


( AK Hs ( ver H,,) ( ( 


| 0). - ser wre] yvell— weh! V Hl 
| TE 0x |' Op 


um auch jene (5) entsprechende 


R ex H, Ö N H, ' 
HM; i 0 (Il 
Va / ri 7 } 
Al yeah I sl er )l | 
Wenn man analoe zum zweidimensionalen Fall setzt: 
2) “d (l un)" | U'y» u \ (1 u) VER 


ist «dıe zweite «der Gil, (EI) automatisch befriediet. während die erste (oder (11’)) es nur di 


ist, wenn 


UA | zer) 


Ist. Da cl ei) längs der Stromlinien zu dem Druck proportional ıst, so leitet man a 
in «diesem Fall. analog zu jenem zweidimensionalem, das Theorem ab: 


Siehe „Hdb, der Physik, Bd. VII, S 
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Wenn die Bewegung eines Gases symmetrisch um eine Achse ist, ist 
Wirbelstärke längs jeder Stromlinie zwischen zwei Diskontinuitäten, pro- 
-tional zum Druckmoment yp bezüglich der Symmetrieachse. 


Man sieht außerdem leicht. daß f(@y'), wie im zweidimensionalen Fall, dieselbe Bedeutung 
ält. welehe durch (10°) gegeben ist. 


Wenn man in (13) die Werte von «, ve mut Hilfe von (12) ersetzt, zelanet man, in Ver- 
sung eines früheren analogen Weges, zur Gleichung 


. 2 a ‚(m > 
1 —)yr: a wur til lv y - Zar li-wi-I— fly). . (18), 


ie sieh von (10°) nur dureb die Gegenwart des Gliedes mit y, und den Faktor 7° auf der 
sehten Seite unterscheidet. 


Auch für Gl. (13°) kann man die gleichen Bemerkungen anwenden, die wir für Gl. (10) 

or das Nullwerden der rechten Seite gemacht haben. Man sieht außerdem. daß für kleine 
Gesechwindiekeiten y' mit der gewöhnliehen Stromfunktion von Stokes zusammenfällt und 
(+. A3I) zur 

7 

iu rt. 
Z x trtYV'yy 7 „ (u 
entsprechenden Gleiehune für unzusammendrückbare Flüssiekeiten wird’). 


Die Gl. (13°) eignet sich für die genaue Erforschung aller jener Bewegungsfälle mit 

\xialsvimmetrie, in denen nieht kegelförmige Wellen vorhanden sind. Im besonderen ersetzi 

ren sie vorteilhaft jene von C. Ferrari zur annähernden Lösung des Problemes der Überschall- 
<trömung um einem zugespitzten Rotationskörper"). Das brillante von Ferrari angegebene, 

uf die Methode der Charakteristiken aufgebaute Verfahren, kann man mit einigen Änderungen 


Ing auf den gegenwärtigen Fall übertragen, und es ermöglicht die genaue Lösung des genannten 
Ind Problemes. 

m Kurze allgemeine Betrachtungen. In «den Gl. (10) und (139), wie ın den für die unzu- 
nd- ammendrückbaren Flüssiekeiten geltenden, ist, außer den gewöhnlichen Bedingungen, betreffend 
nd lie Geschwindigkeit in der Kontur (oder im Unendliehen), eine Bedingung erforderlieh, «ie die 
die Rotation berücksichtigt und zur Bestimmung der Funktion f(Y) führt. Wenn keine Stoß- 
li wellen vorhanden sind. kann ganz einfach die Wirbelstärke längs einer Linie festgesetzt 
en, werden, die alle Stromlinien durehsechneidet (wenn auch im Unendlichen). Im besonderen 


ereibt sich die Beweeunge überall rotationsfrei, sowohl ın den zusammendrückbaren Flüssıge- 
keiten als auch in den unzusammendrückbaren. wenn «die festgesetzte Wirbelstärke gleich 
Null ist. 


Wenn dageren Diskontinuitäten vorbanden sind. dann muß man auch die Stoßgleichungen 
‚u Ihilfe nehmen, die die Mengen stromaufwärts und jene stromabwärts des Stoßes mitein- 
ander verknüpfen und die, wie wir gesehen haben, außerdem das neue f(y), stromabwärts 
(les Stoßes geltend. vollständie bestimmen, wenn die Form des letzteren bekannt ist. 


Wenn schließlieh die Form der Stoßfläche nieht bekannt ist, aber dagegen die Formen 
ler umströmten Hindernisse festgesetzt sind (was in der Aerodynamik der häufigste Fall ıst), 
wird das Problem umständlieher: die Stoßlläche ist in diesem Fall eleiechzeitie mit dem 
erodynamisechen Feld zu bestimmen: und das scheint nieht anders möglich zu sein als mittels 
Verfahren von aufeinanderfolzenden Annäherungen, oder von Lösungen, „Schritt für Schritt“. 


Uber dieses letztere Verfahren werden wir uns in einer nächsten Sehrift unterhalten. 
dem wir die Methode der Charakteristiken. die an Anwendungen auf den Fall der 
'rehungsfreien Überschallströmung sehon so reieh ist, auf die neuen Gleichungen anwenden 
erden. 2 


5), Siehe „IHdb. der Physik". Bd. VIL 8. 39. Dem Verfasser M. Lagally unterlief jedoch ein Versehen, indem 
e Rotation längs jeder Stromlinie konstant annimmt, wie im zweidimensionalen Fall: dieselbe ist vielmehr 
xs jeder Stromlinie proportionalzur Entfernung vonder Symmetrieachse, wie mansowohl 
als aneh dureh Induktion aus dem Theorem betreffend die Gase entnehmen kann, 





Siehe „Atti del Convegno Volta R. Accademia d’Italia 1935* 
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Instabilität der Gleitschicht im schwach divergenten Kan: 
Von G, Rosenbrook ın Göttingen. 


Il. Einleitung. 





s 1. Aufgabestellung Nach der heute geltenden Anschauung ıst der Umschlag 
lammnaren Strömunesform in die turbulente auf eine Instabilität der Laminarströmung zur: 
‚ulühren. Diesen Umschlag zu erfassen, ist eines der wichtigsten Probleme der Hydrodynan 
Dementsprechend ist die Anzahl der Arbeiten, in denen die Stabilität laminarer Gleitschichi 
untersucht wird. sehr groß. Fast alle diese Arbeiten beziehen sich auf spezielle « 
schhwindiekeitsverteiluneen. da sieh der Stabilitätsuntersuchung allgemeinerer Profilklass 
erhebliche mathematische Schwieriekeiten entzegenstellen. In neuerer Zeit hat nun W. To 
nien ein recht alleemeines Instabilitätskriterium aufgestellt. Er überlagerte ebe:ı 
Laminarströmuneen kleine, ebenfalls ebene Störungen und stellte fest, daß es stets angefacht: 
oibt,. wenn «das Gleitschiehtprofil einen Wendepunkt hat und die Wirkung der Reibung a 
dıe Störuneen. abeesehen von kritischen Stellen. vernachlässigt wird. Wendepunktprof 
treten stets bei Strömungen mit Druckanstieg auf, z.B. an der Rückseite umströmter Körpe: 
oder in divereenten Kanälen Diese Strömuneen sind also in dem angegebenen Sinne instah 
Ws ist von Interesse, für ein experimentelles Beispiel die Anfachung der kleinen Störunge: 
une deren Intensitätsverteilune zu ermitteln und dureh eine Überschlagsreehnung abzuschätzeı 
wie eroß der (dämpfende) Reibungseinfluß ist. Die Rechnungen sollen sich auf Experiment: 
stützen bzw. mit ihnen verglichen werden. 


$ 2. Die Störungsgleichung. Wir wollen zunächst die Strömungsdifferentialgleiehung 
für «die Störungen aufstellen. Gegeben sei eine stationäre Grundgeschwindigkeitsverteilung 
die im wesentlichen nur von der Koordinate y quer zur Strömungsriehtung abhängen mög 
ou ol | | SR Br 2 
T- ge (re - Riehtune — Grundströmungsriehtung), so daß wır gr vernachlässieen könne: 
Dieser ebenen Grundströmung überlagern wir kleine, ebene Störungen, die wir als in deı 
-Riehtunge wandernde Wellen ansetzen. Die Stromfunktion einer solehen Welle schreibe: 
wir ın der Form: 


(a, d=yly eich 
Qi N 
dann sind die Komponenten der Störungsgeschwindigkeit gegeben durch u’ |. et 
( 7 ( l 
«Ist reell und gleich der räumlichen Kreisfrequenz der Schwingung. die Wellenlänge ist 
-) 
an Le.ai a 
e ist im allgemeinen komplex: e = e,-+ie;, e, Ist die Wellengeschwindigekeit, «ec, 
i 


die zeitliche Kreisfrequenz, ae; >; das logarıthmische Inkrement der Störung, dieses ist 
positiv für angefachte, negatıv für gedämpfte Störungen, e; 0 liefert die neutralen Störungen 
Führen wır «ie Stromfunktion der Partialstörung ın die Navier-Stokesschen Differential 
oleiehungzen ein. so erhalten wir nach Elimination des Druckes und Vernachlässigung qua 
dratiseher Glieder in den Störungsgeschwindigkeiten die Differentialgleichung der Amplituden 
ınktion y (m): 

(I e160 2 a” op) Ik De A y 2 a'q) 


/ 14 
A li 


S:jmmtlicehe Größen haben wir mit einer eharakterıstischen Geschwindiekeit | und en 


‚tt 


eharnkteristisehen Länre 5b dimensionslos eemacht. ferner haben wır uns die Freiheit 


nommen, «ie Dimensionslosen abeekürzt zu schreiben, also U statt a usf. PR ist die hi 


[Zi 


N 


j m 
Io Lel sscehe Zahl 


m 
\ernachlässieen wır noch die Reibung, genauer: nehmen wır RP als sehr vroß an. 
erhalten wir eine Näherune für y aus der „reibuneslosen Störungesdifferentialeleichung” 
7 tet — a Do 


Diese Differentialeleiehune bildet die Grundlage der foleenden Untersuchungen. ihre Ko: 
zienten wollen wır experimentell festlegen. 


\\ | et Kin allgemeines Kriterium der Instabilität Jaminarer Geschwindiekeitsverteilungen. 


(es St t ık \Wissenschaften zu Göttineen, 1955. 
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II. Experimentelle Festlegung einer Grundgeschwindigkeitsverteilung U(y). 


Ss 3, Versuchseinrichtung. Für /(y) wollen wir ein im Experiment beobachtetes Kanal- 
;| wählen. Die Versuche wurden durchgeführt an einem Schlepptank des Kaiser-Wilhelm- 
tuts für Strömungsforschung zu Göttingen; er ist von M. Schwabe’) näher beschrieben 
ion. Ein elektrisch angetriebener Wagen zog einen Kanal mit ebenen, senkrecht stehenden 
den dureh ruhendes Wasser. Für einen mitfahrenden Beobachter strömte also das 
ser In enteegengesetzter Rıiehtung durch den Kanal. Es wurde ein zur Mittellinie des 
als svmmetrisches Profil mit je einem Wendepunkt ın beiden Hälften angestrebt. Die 
alwände wurden zur Erzielung eines Druckanstiees schwenkbar gehalten, so daß man den 
‚| nach Belieben mehr oder weniger stark divergent machen konnte. Die gewählte Ein- 
une wurde dureh Streben fixiert. Sie mußte peinliehst genau syinmetrisch zur Mittellinie 
"anks erfolgen. die dabei dureh einen über den Tank gespannten Draht markiert wurde. 

on geringe Abweichungen von der symmetrischen Einstellung ergaben stets ein Anliegen 
Strömune an der einen Kanalwand und eine Ablösung von der andern (Strahlbildung), 

eine völlig unsymmetrische Geschwindigkeitsverteilung. Durch einen sorgfältig ab- 
ındeten Einlauf war Vorsorge zetroffen. daß die Strömung mit möglıchst geringen Anfangs- 








Schwenkachse 








öchwenkachse 


Abb. 1. Versuchskanal. 


töruneen in den Kanal eintrat (Abb. D). Die Kanalwände waren aus starkem Kisenblech 
hergestellt und gegen Verbieeungen und Schwingungen (Flattern) durch außen angesetzte 
\Winkeleisen gesichert: der Einlauf bestand aus Zinkblech, seine Form wurde dureh außen 
nzelötete Querbleche festgehalten. Der Schleppwagen trug an einem starr mit ihm ver- 
hundenen Arm eine photographische Kamera, die sich senkrecht über dem Kanal befand und 
relativ zu diesem in Ruhe war. | 


s 4 Aufnahmeverfahren. Zur Sıehtbarmachung «der Strömune wurde in bekannter 
Weise die Wasseroberfläche init kleinen Teilchen bestreut. Jeder Versuch wurde zweimal 
unter gleichen Bedingungen (Fahrgeschwindigekeit des Wagens, Erweiteruneswinkel des Kanals. 
Wassertemperatur) durchgeführt, jedoch mit verschiedenartiger Bestreuune: einmal wurde die 
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M. Schwabe: Über 


Druckermittilung in der niehtstationären ebenen Strömmm e. Ing.-Arch. VI. Bd., 1935. 
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Oberfläche mit feinem Alumimmumpulver bestreut, das zweite Mal mit kleinen, kreisförmigen 
aus Aluminiumfolie auszestanzten Blättehen von etwa 0,5 mm Durchmesser: beidemal wurd: 
eine kurze Zeitaufnahme der Strömung gemacht, wobeı die einzelnen Teilchen sieh als klein: 
Striche abbilden. Da die Kamera relatıvy zum Kanal in Ruhe war, ereab sich so dureh An 
einanderfügen der kurzen Bahnlinien der Teilehen ein Stromlinienbild für ein Bezugssvstem 
für welches die Kanalwände in Ruhe waren. Aus der ersten Aufnahme ergab sich ein an- 
schauliehes Stromlinienbild, das die Einzelheiten der Strömung zut erkennen ließ. das zweit: 
Strömunesibnld war etwas geröber, gestattete jedoch, da die Bahnen der einzelnen Teilchen eui 
voneinander zu unterscheiden waren. eine Ausmessung der Striehlängeen, d.h. der von den 
einzelnen Teilehen während der Beliehtungszeit zurückgelegten Wege (Abb. 2 bis 5). Di: 
Belientungsdauer wurde mit Hilfe einer mitphotographierten Uhr ermittelt, bei der sich ein 
heller, dureh ein Sehallplattenlaufwerk mittels Schnurübertragung in gleichförmige Umdrehung 
eesetzter Zeiger über dunklem Untergrund bewegte. Aus der Umlaufszeit des Zeigers (in 
der Rerel I see) und dem von ıbhm überstrichenen Sektor (in den Aufnahmen deutlich zu 
erkennen) konnte «die Belhiehtungsdauer mit großer Genauiekeit ermittelt werden. Ein mit 
photographierter Zentimetermaßstab diente zur Ermittlung des Abbildunesmaßstabes ın Bild- 
eröße/Gereenstandseröße. Für die Aufnahmen wurde eine „Leiea”*-Kamera der Firma Leitz 
benutzt. Die Negative haben das Format 24:36 mm (Hlächendoppeltes Kinobildformat). Die 
Leica-Kamera ist mit einem Sehlitzverschluß ausgerüstet. Bei Benutzung eines solehen Ver 
schlusses werden «die einzelnen Bildteile nicht gleichzeitige, sondern nacheinander belichtet. 
Dadurch ergab sieh eine Verzerrung «des Strömunesbildes, die sich als störend erwies. Ferner 
eestattete der Schlitzverschluß nieht. die verhältnismäßig lanzen Beliechtuneszeiten (Größen: 
ordnune I see) automatisch einzustellen. so daß man die dafür nun wieder etwas kurzen 
Belichtungszeiten auszählen mußte. Aus diesen Gründen wurde auf das Aufnahmeobjektii 
ein Zentralverschluß (Compur-Verschluß) aufgesetzt und der Schlitzverschluß dauernd offen 
zelassen. Als Aufnahmematerial wurde Agfa-Leiea-Superpanfilm verwendet. Die Strömung 
wurde mit 4 Reflektoren, von denen jeder mehrere Nitraphotlampen zu Je 500 Watt enthielt, 
auseeleuehtet. Zur Vermernlung störender Reflexe vom Tankboden wurde das Wasser mit 
einem erünen Farbstoff für Dunkelkammerlicht angefärbt. 


S 5. Ausmessung von Geschwindigkeitsprofilen. Es wurden mehrere Aufnahmeserien 
remacht, jeweils bei einem bestimmten Erweiterungswinkel des Kanals für verschiedene 
Strömuneseesechwindiekeiten. Da die Grundgesechwindiekeitsverteilune 7 von der Koordinate 
in der Strömunesriehtungz nur wem abhängen sollte, durfte der Erweiteruneswinkel nicht 
zu eroß gewählt werden, andererseits sollte er auch nieht unnötie klein sein, damit das Ge- 
schwindiekeitsprofil noch stark S-förmig wurde. Nach einer Reihe von Vorversuchen erwies 
" als eünstie (der Winkel wurde nach der Einstellung 
eemessen). Unter Erweiteruneswinkel ıst der Winkel verstanden, den die beiden Kanalwände 
eereneinander bilden. Von den Blättehenaufnahmen, wie wir kurz diejenigen bezeichnen 


sich eın Erweiteruneswinkel von 6.9 


wollen. bei denen die Wasseroberfläche mit den auszestanzten Blättehen bestreut war, wurden 
starke Vergrößerungen (-fach Iınear) angefertigt und auf diesen Bildern «die Strichlängen- 
verteilung auf verschiedenen Kanalquersehnitten senkrecht zur Symmetrieacehse mit Hilfe 
einer starken Lupe (sogen. Fadenzähler, einem in der Textilindustrie gebräuchlichen Instrument 
zur Zählung der Kett- und Schußfäden eines Gewebes pro em Länge) ausgemessen. Die 
Meßerenauizkeit betrug etwa + 0.2 mm (die größte Striehlänge war Smm, die Belichtungszeit 
wurde so gehalten, daß die maximalen Strichlängen ungefähr gleichblieben, daher war die 
prozentuale Meßgenauigekeit bei allen Aufnahmen ungefähr die gleiche), der Abbildungsmaßsstab 
war 2.0252, so daß die Wegstrecke, die ein Teilehen während der Belichtungszeit zurück- 
leete, mit einer Genauekeit von etwa + 0.S mm ermittelt werden konnte. 


Ist 5 die Weglänge eines Teilehens pro Belichtungszeit #, also m» 0 die Strichlänge des 


betreffenden Teilehens auf dem Bild, so ist 1 z . Ist ferner der Wandabstand auf dem 


| | Eaans 7a 
Bild. so ist der wirkliche Wandabstand 7=° . Der Wandabstand ist jeweils gemessen 
; IR f 
worden auf den zur Symmetrieachse senkrechten Quersehnitten. In den folgenden Rechnungen 
wire die schwache Erweiterung des Kanals vernachlässigt, so daß also die Quersehnitte als 
auch auf den Kanalwänden senkrecht stehend aufzefaßt werden. Legen wir die .- Achse ın 


die eine Wand, so betrachten wir unser Koordinatensystem .r, y als rechtwinklig. Die Ge- 


schwindigekeitsverteilungen 7 == (y) wurden für jede Blättehenaufnahme auf mehreren Quer- 
schnitten ermittelt und graphisch aufgetragen. Es ergab sich dabei noch eine kleine 


Schwierigkeit: auf den einzelnen (Juerschnitten gab es verhältnismäßig große Lücken, ıns- 
besondere ın Wandnähe, in denen sich keine Teilehen befanden. Zur Ausfüllung dieser 
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L,üeken wurden Teilchen herangezogen, die sich oberhalb oder unterhalb des betrachteten 
Orersehnitts befanden und die Geschwindigkeit auf dem Querschnitt durch Interpolation in 
ler .-Riehtung abgesehätzt. Da sich die Geschwindigkeit in der .„-Riehtung nur wenig 
änderte. ergaben sieh auf diese Weise recht gute Zwischenwerte. Die zu den Abb. 3 und 5 
vchörenden Geschwindigkeitsverteilungen sind für je zwei @Quersehnitte in Abb. 6 und 7 
wiedergegeben: die durch Interpolation gewonnenen Zwischenwerte sind nicht eingetragen. 
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Abb. 6. Abb. 7. 
Geschwindigekeitsprofile. Gestriehelt das den Reehnungen zuerunde liegende syınmetrisierte Profil 


Die Fußpunkte «der Profile liegen jeweils an der Kanalwand, «die Kurven sind mit gemein- 
samer Kanalachse übereinandergezeichnet. Eine Umreehnung der Geschwindigkeitsprofile auf 


! ar 
«liimensionslose Größen 5 als charakteristische Geschwindigkeit wählen wir die Maximal: 
a ee „ ar 
oesechwindigekeit 7, auf dem betrachteten Querschnitt umel , als charakteristische 
N ) 
lLänee 5b nehmen wir die halbe Kanalbreite an der Meßstelle ergibt eine genürende 


Ubereinstimmung der Profile an den verschiedenen @Quersehnitten. wie es erstrebt wurde. 
Aus Kontinuitätsgründen muß die Durehtlußmenge pro Zeit- und Tiefeneinheit für jeden 


Querschnitt unter Voraussetzung der Zweidimenstionalität der Strömung konstant sein. Diese 
+, 


Durchllußmenge ist 9 \Pdy: 9 wurde zur Kontrolle der Zweidimensionalität der Strömung 
5 

auf den verschiedenen Quersehnitten «dureh graphische Integration ermittelt. Es ergaben sich 

dabei Abweichungen voneinander bis zu etwa > vH... worın noch die Meßfehler enthalten 

sınd, so daß auch die Forderung der Zweidimensionahtät der Strömung ausreichend erfüllt 

sein «dürfte. 


III. Analytische Darstellung der Koeffizienten der Störungsdifferentialgleichung (2). 


S 6. Annäherung der gemessenen Geschwindigkeitsverteilung durch ein Polynom. In 
unserer Störungsdifferentialeleichung (2) tritt neben U (y) noch der Koeffizient I’ (y) auf. Es 
Ist nun praktisch unmöglich. zu der empirischen Funktion 7 (y) deren zweite Ableitung un- 
mittelbar mit befriedigender Genaumzkeit zu ermitteln. Wir umgehen diese Schwierigkeit. 
indem wir die empirische Geschwindigkeitsverteilung dureh eine analytische Annäherung 
ersetzen, welche der empirischen möglichst gut entspricht. 

Allen folgenden numerischen Reehnungen liegt als Beispiel der in Abb. 5 wiedergegebene 
Strömungszustand zugrunde, als empirische Gesehwindigkeitsverteilung wählen wir aus Abb 7 
ie weiter stromab gelegene (breitere Basis). Diese Geschwindiekeitsverteilung ist nieht 
genau symmetrisch, wir symmetrisieren sie deshalb «dureh Mittelung, wobei sich nur geringe 
Verschiebungen erzeben (Abb. 7 gestriehelt). und suchen für die so festgelegte Geschwindigekeits- 
verteilung eine analytische Annäherung. Wegen der Symmetrie brauchen wir eine Annäherung 
nur bis zur Kanalmitte, und zwar nur für den gekrümmten Teil des Profils (0°. 9°. 09): «die 
Näherung muß sich stetig an die konstante Gesehwindiekeit (9°. 9° 5b) anschließen (d - Gleit- 
sehichtdieke). Der nächstliegende Weg, ein Interpolationspolynom nach der Newtonschen 
Methode zu bestimmen, ist nieht gangebar. Nach dieser Methode erhält man zwar eine „beste“ 
Annäherung im Mittel, hat dafür jedoch die Form der Ableitungen nieht in der Hand. Von 
der zweiten Ableitung müssen wir fordern, daß sie neben möglichst einfachem Verlauf eine 
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und nur eine Nullstelle im Intervall 0 4<od hat, d.h. U(y) soll in diesem Intervall einen 
einzigen Wendepunkt haben, und die Erfüllung dieser Forderung haben wir, wie gesagt, bei 
Anwendung der Newtonschen Interpolationsformel nieht in der Hand. Andererseits brauchen 
wir nieht zu fordern, daß die Annäherung durch ein Polynom die „beste* im Sinne der 
Newtonschen Interpolationsformel ıst. Da die gemessene Geschwindiekeitsverteilung U() 
mit Meßfehlern behaftet ıst, hätten wır statt der Kurve einen Streifen aufzutragen, dessen 
Breite den Meßfehlern entspricht. Wir können uns daher zufriedengeben, wenn die analytische 
\nnäherune eanz ım Innern «dieses Streifens verläuft, zumal wir unserer Geschwindiekeits- 
kurve dureh «die Svmmetrisierung ein wenig Gewalt angetan haben. Dagegen haben wiı 
foleende, z. T. schon erwähnte Forderungen zu stellen: 1. 7” soll im Intervall 0= y4<6ö eine 
und nur eine Nullstelle haben, und diese soll mut der empirischen (Wendepunkt von U’) mög- 
liehst genau zusammenfallen. 2. Die Strömung haftet an der Wand: 27(0)=0. 3. Der An- 
<chluß an die konstante Geschwindigkeit / U. soll stetig sein: P(öd)=T,... +. Deı 
Ansehluß soll aueh noeh mit stetieer Tangente erfoleen: 17’(9) 0. Der Anschluß mit stetieer 
zweiter Ableitung ist weniger wichtig, auf diese Forderung wollen wir zuzunsten eines mög- 
liehst niedrigen Grades des Näherungspolvnoms verziehten. Die angeschriebenen vier 
Mindestforderungen können wir dureh ein Polynom dritten Grades erfüllen. Es zeigte sieh 
jedoch, daß wir damit noch keine genügende Annäherung im Sinne der „Streifenbedingunge* 
erhielten Wir müssen auch darauf achten, daß 7” (y) überall positiv wird für y<d. Bei 
einer Annäherung durch ein Polynom höheren Grades müssen wir immer die Erfüllung der 
Forderung I kontrollieren. Systematische Methoden, ein Polynom höheren als dritten Grades 
zu konstruieren, das Forderung 1 erfüllt, sind nicht bekannt. Es handelt sich um eine un- 
gewöhnliche Interpolationsaufgabe. Wir helfen uns auf folgende Weise: den Kurvenanfang 
in der Umgebung des Nullpunkts suchen wir nach den üblichen Methoden durch eine gewöhn- 
liche Parabel zweiter Ordnung anzunähern. Es zeigte sich bei dem von uns ausgewählten 
Beispiel. daß dies für ein ziemlich großes Intervall recht gut ging. Aus dieser Darstellung 
entnehmen wir 2’(0) und 2°(0) und schreiben diese Werte für das gesuchte Näherungs- 
polyvnom vor. Nun «dürfen wir annehmen, daß dieses in der Umgebung des Nullpunktes 
einigermaßen gut verlaufen wird, da dort die hinzukommenden höheren Glieder klein werden. 
Ebenso verfahren wir in der Umgebung der Anschlußstelle „= 9%. Hier können wir jedoch 
nicht mehr erwarten, daß das Polynom mit dieser vorgeschriebenen Krümmung einen guten 
Verlauf hat, da die höheren Glieder hier nieht klein sind und einen von der Parabel beträcht- 
lich abweichenden Verlauf ergeben können. Wir betrachten daher «diesen aus der Parabel 
zewonnenen Wert von 2’ (d) nur als ungefähre Annäherung und probieren verschiedene Werte 
aus. Um endlich noch sicherzustellen, daß unser Polynom der vorgegebenen Funktion 1 (y) 
einigermaßen gut folet, geben wir noch einen Punkt etwa ın der Mitte unseres Intervalls 


0 = ’ h 
\bei 7, x „| vor, dureh den das Polynom gehen soll. Wir geben also zusammenfassend folgende 


sieben Werte vor: 1. TV) 0: 2. ’(O: 3. U”(O): 4 U(O) U er 3. U’ ()—=0: 6 U’(Ö): 
ı. I(y, 


Die Werte 2,3. und 6. entnehmen wir den Parabeln, 4. und %. der empirischen (syı- 
metrisierten) Kurve. Diese sieben Bedingungen können wir dureh ein Polynom sechste 
Grades erfüllen. Am unsichersten ist Vorsehrift 6. Genau genommen müßten wir 1” (0) 

0 vorschreiben, aber es zeigte sich, daß sieh mit dieser Bedingung in Verbindung mit den 
sechs anderen die „Streifenbedingzung“, die wir ja auch noch zu berücksichtigen haben, nicht 
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\hb. 8. Syvmmetrisiertes Gesehwindigekeitsprofil (ausgezoren) und Näherunge dureh ein Polynom (gestrichelt). 
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sehr befriedigend erfüllen ließ. Auf den Anschluß mit stetiger Krümmung wurde deshalb 
srziehtet. und es wurden für U” (8) verschiedene Werte probiert, ausgehend von dem der 
Parabel entnommenen, bis die Streifenbedingung erfüllt war. Es ergab sich dabeı eın Poly- 
‚om. das allen Anforderungen recht gut entsprach, insbesondere auch in bezug auf die Lage 


‚les einzigen Wendepunkts. Eine Anderung der Werte 2. und 3. erwies sich, wie erwartet, als 


ınnötie und ereab eher Verschlechterungen. Abb. S zeigt ausgezogen das zuerunde velegte 
Geschwindigkeitsprofil und gestrichelt die Näherung dureh unser Polynom sechsten Grades: 
“eine dimensionslose Formel lautet in der abgekürzten Schreibweise 


I (y) = 312,843 y® — 482,036 y? + 227,502 y" — 31,213 y° + 2,929 7 + 0,326 7. 
\us «liesem Polynom entnehmen wir nun alle in den folgenden Rechnungen auftretenden 
Größen: die Wendepunktabszisse s, die zugehörige Geschwindigkeit 7,, die Ableitungen und 
lie Gleitschiehtdieke 9 sowie die Maximalgeschwindigekeit 7, (am U’(0 0). Die gra- 
uhische Darstellung von U und 2°” (dimensionslos) finden wir ın Abb. 9: der negative Teil 
von 12’ ist nach oben umgeklappt. Es ergeben sich die folgenden Zahlenwerte: 9°°0,581 %; 
s—0,359b; U, =057 U. 


Ss 


IV. Neutrale Eigenlösung 4, („) der Störungsdifferentialgleichung (2). 


$ 7. Die Randbedingungen. In $ 6 haben wir die Koeffizienten der Störungsdifferen- 
tialgeleiehung analvtisch festgelegt. Wir haben jetzt die Randbedingungen zu formulieren: 
unsere Aufgabe ist dann, die Eigenwerte a und e sowie die zugehörige Eigenfunktion 9 (1) 
zu bereehnen. 


Beim Übereane von der vollständieen zur „reibungslosen“ Störungsdifferentialgleiehung 
hat sieh deren Ordnung um 2 vermindert, so daß wir nicht mehr alle Randbedingungen er- 
füllen können und Gleitzeschwindiekeiten an. den Wänden zulassen müssen. Wegen der 
Symmetrie der Koeffizienten U (y) und 1°” (y) läßt sich die Lösungsfunktion y (y) ın einen 
symmetrischen und einen antisymmetrischen Teil spalten. Wie W. Tollmien a. a. 0. aus- 
führt, tritt der antisymmetrische Teil nieht allgemein auf; aueh in dem von uns ausgewählten 
Experiment ist die Störungsfunktion symmetrisch, wie die ın;Abb. 4 und 5 deutlich siehtbare 
lage der Störungswellen, auf die wir noch zu sprechen kommen werden, zeigt (es haben sich 
jedoch experimentell auch Beispiele für antisymmetrische Störungsfunktionen ergeben). Wir 
werden deshalb im folgenden nur den symmetrischen Teil von y betrachten. Dabei haben 
wir den Vorteil, daß wir y nur bis zur Kanalmitte zu berechnen brauchen. Als Randbedingung 
in der Mitte haben wir also 4’ 0, während wir an der Wand Verschwinden der @Quer- 
komponente der Störungsgesechwindigkeit, d. h. von g fordern. Unsere Störungsdifferential- 
oleichung schreiben wir in der Fornı 


7 ag q RE EN > Ge: ı \9 


Kür die neutrale Kigenlösung, die wir mit g, bezeichnen wollen und deren Existenz W. Toll- 
mien bewiesen hat (l. e.), ist e reell und nach Tollmien gleich der Gesehwindiekeit U, 
im Wendepunkt des Profils; damit kennen wir den einen Eigenwert schon. Da 17” -.0 wird 


lür 7 7,, hat die Differentialeleiehung der neutralen Kigenfunktion 
r R 7” 
P GW, r' ER He. 3:4 3 er hi sy; 


keine Singularität; wir brauchen also bei genügend großer Reynoldsscher Zahl nirgends 
eine Reibungswirkung zu berücksichtigen. 


“ür das Gebiet konstanter Geschwindigkeit (9°. 9 I). wo also 1” 0 ıst,. können wir 
die Lösune sofort anschreiben: 


’ N 
( - (1) c, ZR P (1 }) ( 7 pP e ] }) () 
also 
C, P as (1 d) 
f e' (1 )) 
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Damit wird 
nel 


TIER 


\n «diese Lösung muß sich «ie Lösung aus dem S-förmigen Profilteil anschließen, für welche 


wir also neben 4 (DD —=0 an der Wand die zweite Randbedineung 


si  asle ( _ _pyill | | 
TED) ’ z azanalastl 9] 
och r 
sd Has ztang [ati Ylystd) | dr 


an der Stelle ) haben. 


$S 8. Numerische Berechnung von y, und @,. Wegen des komplizierten Baues des Koef- 

er | 
hzienten / jy 1m Bereich 0°. 9°.09 müssen wir zur Lösung unserer neutralen Störungs- 
ditferentialgleichung (2b) zu numerischen Methoden greifen, die auch schon deshalb am Platze 


sind. weıl der Koeftizient auch nur dureh eine numerische Annäherung gereben ist. 


Wir bemerken zunächst, daß die Eigenfunktion y,(y) und ihre Ableitungen wegen der 


Homogenität der Störungsdifferentialeleichung und der Randbedinzungen nur bis auf einen 
willkürliehen konstanten Faktor bestimmt sind: wir können daher die Eigenfunktion noch 
beliebig normieren, z. B. ein beliebiges 4’ (0) #0 vorschreiben, ohne den Charakter der Lö- 
sung zu ändern. Diese Bemerkung führt uns darauf, das Randwertproblem durch ein Anfangs- 
wertproblem zu ersetzen, für das es bequeme Lösungsinethoden gibt. Dazu brauchen wir den Eigen: 
wert ag. Wirgehen folgendermaßen vor: In den Strömungsphotographien ist deutlich eine wellen- 
lörmigze Störung zu erkennen von der Art, wie wir sie In unserm Ansatz angenommen haben, und 
die zu Wirbelbildunge führt. Besonders deutlich tritt in Abb. 5 eine einzelne Wellenlänee hervor. 
und man erkennt. daß die Störungsfunktion symmetrisch ist, denn Wirbeln an der einen 
Kanalwand entsprechen Lücken zwisehen den Wirbeln an der andern Wand, während sich 
bei einer antisvinmetrischen Störunesfunktion die Wirbel oeeeenüberstehen würden. Wir 


können nun in Abb. 5 recht genau die Störungswellenlänzee Z messen und haben damit die 
-) 


2 T . .. . ® . .. 
räumliche Kreisfrequenz « - .. Pieses a gehört nun offenbar zu einer angzefachten Eigen- 
/ 
lösung: nach W. Tollmien ıst a, größer als dieses a. Wir setzen daher probeweise einen 


Wert für QG, 12 Gleichung >h ein. (der vrößer als der VENESSENG Ist. unel lösen «las Anfanes- 
wertproblem, indem wir zug (WW) 0 beispielsweise hinzunehmen 4’ (0) I. Dadureh ist die 


/ 


L,ösune eindeutie festeeleet: wir bereehnen sie numeriseh nach dem Runee-Kuttaschen 


Verfahren. Diese Lösune wird nieht Eieenlösune sein. das gewählte «# nieht KEizenwert. Wir 


führen die Reehnung mehrmals dureh mit verschiedenen Werten von «a. Für jedes «a erhalten 
wir einen bestimmten Wert für die linke Seite von Gl. (5). die wır mit f(a) bezeichnen 
wollen. Die Nullstelle von fa), die wir graphisch leieht finden, hiefert uns unser a, und die 


labellei. 
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„eehörige Eigenfunktion g,. Es zeigte sich, daß f(a) fast genau eine Gerade ergab. Das 
("3 io] wurde infolge dieses einfachen Verlaufs schon beim dritten Sehritt erreieht. Es ergibt sieh: 


e ÜUx hin), 


ist naehträglieh so normiert worden, daß es für die Wendepunktsabszisse 9° s des Ge- 
chwindigkeitsprofils den Wert I annimmt, wie wir es später brauchen werden. Abb. 9 zeigt 
le lie graphische Darstellung von y.. Die Rechnung selbst wurde mit erheblich größerer Stellen- 
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1] e 
sahl als in den Ergebnissen angegeben durchgeführt, um den Abrundunesfehler klein zu 
> l- . \ . ... \ r . 
he halten. Die Funktionswerte für 29 wurden nach den Formeln (3) und (4) berechnet. Die 
1 i ‚ » : r R . r : R s ; A x 
| Konstante € wurde so bestimmt, daß 9, stetige blieb. Die kleine Unstetiekeit in yy bei 
2 . . . - Bao \ ud 
—oS hat ihren Grund in der Abrundunge von «a, und ıst für das Folgende ohne Bedeutung. 
2 
ch 
il V. Angefachte Eigenlösung. 
1e 

$ 9. Angenäherte Bestimmung der Eigenwerte. W. Tollmien hat in seiner angeführten 
a Arbeit auch den Existenzbeweis für angefachte Eigenlösungen geführt. Wir wollen diejenige 
en Kirenlösung berechnen, die zu unserm Beispiel gehört. Wie schon erwähnt, erkennen wir in 
.. Abb. 5 deutlich das Hervortreten einer einzigen Wellenlänge: die Ausmessung ergibt « 
. -) 
» u T . r RR . .. ® v. ‘ 
lie 3.1. Diesen Wert für #« geben wir vor und suchen den zugehörigen Kigenwert e (Gl. 2a). 
ir Unsere Aufgabe ist insofern schwieriger als «die Berechnung der neutralen Eigenlösung, als 
en der Eigenwert e nunmehr komplex ist: damit wird auch die zugehörige Eigenfunktion kom- 
en plex:y 9, +-ig;,. Da U € keine Nullstelle hat. hat Gl. (2a) keine singuläre Stelle. Wir 
lie brauchen also die Reibunz im Rahmen unserer Näherungsreehnung wieder nieht zu berück- 


siehtieen. Die Randbedingungen ergeben sieh genau wie in $ 7, sie gelten sowohl für Real- 
wie Imagrinärteil der Eizenfunktion: 


y,d) 0:4; 0: 4,10) arang [at | y (9) () Mia: 
EEE 7,7 (N) A ana ja | a; (0) () (Gb). 
Im Gebiet U const ist y, proportional y; wegen 1” 0, für beide ergeben sieh Exponential- 


ösungen entsprechend der für die neutrale Eigenlösung, die wieder stetig an die Lösungen 
aus dem S-förmieen Profilteil anzuschließen sind. 





Wir können unsere Überlegungen des $ S wieder anwenden, jedoch mit der schon er- 
wähnten Ersehwerung, daß wir nunmehr zwei Parameter, e, und e;, zu bereehnen haben, und 
nt dem Unterschied, daß wir diesmal « voreeben. Um unsere numerische Reehnune an- 
setzen zu können, brauchen wir eine Kenntnis der ungefähren Werte von e, und e;. Diese 
können wir uns nach einem Vorschlag von W. Tollmien (a. a. ©.) dureh Anwendung der 
ın seiner Untersuchung anzezebenen Entwieklungen von e, und e; nach « in der Umgebung von 
« VW und a a, verschaffen. Die Interpolation der Kurven zwischen „Anfang" (a=0) und 
„Ende“ (a=a,)*) ist zwar recht unsicher, aber wir geben uns ja auch mit einem Anhalt über 
die zu erwartenden Werte zufrieden. 


Nach Tollmien ist 0 * 
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Tollmıten vıbt foleende Näherungen an: 


» C,; Be; ; ; : ) - (‘h 


eiiltie ın der Nachbarschaft von « 0), une 


TR ER BL. ag 
j / S 
/ ı p: | dt . (Sau 
/ ‚’ I 
( : 7 . ’ ; \ j * \ i e R ; ’ x N s . ö (SI) 
ad Ä |) 
eiiltie ın der Nachbarschaft von z=«a.. Der Index s bei den Ableituneen von U bedeutet 


deren Werte im Wendepunkt des Grundprofils, ww die Werte an der Wand: es ist 
Ile Ce u I = a? N Pi 


| ıst «das uneieentliche Inteeral 
A=\ 30. Oy 


Der Integrand hat für die Wendepunktsabszisse y s eine Unendliehkeitssprungstelle, doch 
bleibt das Integral endlich: 


( - ( 


Im \di 1,29 \d im 


| 


Die Formeln (7a) und (7b) können wir sofort numerisch auswerten: \ U?” dy ermitteln wir am 


1 


bequemsten graphisch. Mit 17.0326: 1”,.5,058: [| 1? dy-= 0,610 ergibt sich: 
Ce 1.S1 a’ EEE EEE u 0 (#6) 
©; ee 5 ee 


für die Umeebune von a 0, 


Ferner ist U,’=3398: U,” 214,980: [95° dy 05359 (graphisch). Zur nume- 
tl 
rischen Auswertune der Formeln (Sa) und (Sb) brauchen wir noch den Wert von A. Alle 
ım Ausedruek für ‚I vorkommenden Größen kennen wir zwar, doch stört die Unendlichkeits- 
stelle Wir entwiekeln Zähler und Nenner des Integranden nach Tavlor von y- s aus, 
wo Zähler und Nenner verschwinden und g, I ıst. und erhalten: 


(I / a I,’ ‚ NS U,° 


wenn wir die Entwieklung hier abbrechen, uns also auf kleine Werte von y- s beschränken. 
l ’r 0 I rm’ 


ET für y>s endlieh bleibt und dort genähert den Wert 
N N ! N 


Wır erkennen. daß 
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hat \unmehr schreiben wir ‚| ın der Form: 
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Wir brauchen die Integrale nur bis „= zu erstrecken, da I 0 wird für 99-1. Das 
»rste Integral läßt sieh nun ohne weiteres graphisch auswerten. In der Nähe der Stelle y  s 
nüßten wir mit großer Stellenzahl rechnen, was jedoch seine Begrenzung in der für o; 
hereehneten Stellenzahl findet. Eine genauere Berechnung von g, wäre sehr mühsam, wir 
müßten a, auf mehr Dezimalen berechnen und das Runge-Kuttasche Verfahren mit sehr 
kleinen Sehritten durchführen. Deshalb können wir nicht sehr nahe an diese Stelle heran- 
kommen, doch können wir bei der Auftragung des Integranden als seinen Wert im Wende- 
‚uınkt des Grundprofils selbst den aus Ausdruck (9) resultierenden nehmen; es zeigt sich, daß 
sich die Kurve glatt durch diesen Punkt zeichnen läßt, so daß (9) wohl einen guten Näherungs- 
wert liefert. Vom zweiten Integral, das auf den Logarithmus führt, ist der Hauptwert zu 
nehmen: die nach Unendlich gehenden Bestandteile heben sich auf. Wir können es analvtisch 
auswerten. 
Es ergibt sich auf diese Weise 

A 33.1490 24.1. 
Nun können wir auch die Formeln (Sa) und (Sb) numerisch anschreiben: 

C, 0.0O0203 Ti -0,504 . : , i , f ö ) (Se), 


C; 2.43 c,+1.40. LE: Wer | ° 


eültie in der Nachbarschaft von @«=-a,. In Abb. 10 finden wir e, als Funktion von «a, ın 
Abb. Il ec; als Funktion von e, aufgetragen (in der Umgebung von a a, müssen wir statt 
der Parabeln deren Tangenten auftragen, da die Tollmienschen Entwicklungen nach dem 
ersten Glied abbrechen). Zwischen den auszezorenen Anfangs- und Endstücken der Kurven 
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Abb. 10. Abb. 11 


nach den Formeln (Te), (7d), (Se) und (Sd) ist der Verlauf gestrichelt interpohlert. Während die 
Interpolation von e, = e,(a) einigermaßen zwangsläufig ist, erkennt man an Abb. I1, daß sie 
bei ce; e;(e,) recht unsicher ist. Eine bessere Interpolation erhält man, wenn man aus den 
Formeln (Te) und (7d) bzw. (Se) und (Sd) e, eliminiert und e; = e;(a) aufträgt (s. Abb. 10). 
Die Interpolation der Abb. 11 ist aus den beiden Interpolationen der Abb. 10 übertragen. Die 
Kurven sind durch den später berechneten Punkt gelegt worden; sie lagen beim ersten Ver- 
such etwas anders, ergaben aber doch recht brauchbare Näherungswerte: aus den Kurven 
wurde entnommen e,—=0,48S: e;—= 0,15, während die auf zwei Stellen gerechneten Werte lauten: 
ec, 0,49: 6; —=0,17 (s. $ 10). Wir haben allerdings bei der ersten Schätzune ein wenig Glück 


eehabt. 


Nachdem wir in $ 9 eine Schätzung des Eigenwertes ee, + ie; gewonnen haben, können 
wir die Überlegungen des $ S wieder anwenden. Für die numerische Reehnung müssen wir 
unsere Störungsdifferentialgleichung (2a) in Real- und Imaginärteil spalten. Wir erhalten 
nach einfacher Rechnung das simultane Gleichungssystem: 


S 10. Numerische Berechnung des Eigenwertes c und der angefachten Eigenlösung 4. 
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Die Randbedineungeen haben wir in $ 9 schon angegeben; wir ersetzen sie dureh die (natür- 
lieh nieht eleiehwertigen) Anfangsbedineungen 


Y,(0) =0; 9; (0)=0; oo, D—=1: 7; (0)= 1). 


Die Lösung ist damit, wenn wir a aus der Photographie Abb. 5 entnehmen und für e, und 
ec; die Näherungswerte aus den Kurven Abb. 10 einsetzen, eindeutig festgelegt, jedoch wird 
sie noeh nieht Eizenlösung sein. Wir berechnen sie wieder nach dem Runge-Kuttaschen 
Verfahren. Nun verändern wir e, und e; so lange und berechnen die zugehörigen Lösungen. 
his «lie Randbedineuneen (6a) und (6b) erfüllt sind. Damit haben wir die Eieenfunktion 4 
und den Eigenwert e. Das Verfahren erscheint recht umständlich, führt jedoch noch ver- 
hältnismäßie schnell zum Ziel. Die aus den Kurven e,==c,(a) und e; = e;(a) entnommenen 
Werte sind sehon recht gut; man erkennt bald, wie sich eine Veränderung von e, und eine 
solehe von e; auf die Randausdrücke bei „= auswirkt, und erreicht das Ziel durch Inter- 


polation nach wenigen Schritten. €, und e; wurden auf zwei Dezimalen berechnet: es ergab sieh 


0‚—=0,49; G=01V. 


! 


Wir sehen. daß die von Tollmien angegebenen Näherungen den tatsächlichen Verhältnissen 
sehr gut entsprechen. Insbesondere wird der auffallend geringe Gang der Wellengeschwindie- 
keit mit a in der Umgebung von a=a, bestätigt: während diese bei der neutralen Lösung 
Ce 0,577 war, ist sie bei unserer angefachten Lösung ec, 0,49, die Stellen y = s = 0,359 
und 47° Ye 0335°) liegen nahe beieinander, während « von 6.00 auf 3.1, also fast auf die 
Hälfte zurückgegangen ist. Wir erkennen weiter an Abb. 10 und 11, daß die Näherungen 
(auseezoeene Kurven) in einem überraschend großen Intervall gültige sind. wodureh wir auch 
eleich so eute Näherungswerte für e, und e; erluelten. 


Abb. 12 zeiet die angefachte Eigenfunktion, Abb. 13 ıhre Ableitung. Die Funktions- 
werte im Bereich 9°. 9° 1 sind wieder nach der Exponentiallösung berechnet und so normiert. 
daß y, und y; stetig bleiben. Infolge der Abrundung des Eigenwerts e ergibt sich eine eeringe 
Unstetiekeit in y, und 9, bei y=9d. Das bedeutet einen Geschwindigkeitssprung der 
Störungszeschwindigkeitskomponente Tu In der -Riehtune, Wir zeichnen TE stetie dureh 
(Abb. 13 gestriehelt). Die Korrektur für y ist unmerklich. 
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Apb. 12: 





Die Berechtigung hierzu ergibt sich ans den gleichen I berlegungen, die wir in S 8 für die neutrale Eigen 


} 


moglich gewesen: 


es ergibt sich dann im wesentlichen nur eine Phasenversehiebung der Störung gegenüber der vo! 
IIIS ve : It« \rınler {ir y N ıp « . . ı . n er s b s & 
ns gewählten Normierung. Zu jeder anders normierten Lösung gelangen wir von unserer l,ösung dureh Multiplikatioı 
nit einem konstanten, im allgemeinen komplexen Faktor. 


») 4 Ye Ist die Stelle, an der die Grundgeschwindigkeit U mit der Wellengesehwindigkeit e, übereinstimmt. 
P’hysikalisch bemerkenswert ist diese Stelle deshalb, weil sieh hier ein Teilehen dauernd in demselben Druckteld 
befindet, wenn man von der kleinen Querbewegung v’ absieht. Da unsere Störungsdifferentialgleichung keinen singen 
lären Punkt enthält, zeigt unsere angefachte Eigenlösung hier keine Besonderheit. 


’ 





osung angestellt haben. Eine andere Normierung von 4,0) und 47’(0), z. B. 4,’(W) 9, yz’it)—=1 wäre ebenso 
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Damit haben wir die Eigenlösung und ihre Ableitung mit genügender Genauigkeit 
hestimmt. Wir geben noch die Zahlenwerte: 


Tabelle ?. 








Y 4 y' 4 q y' 

( 0 l—+: 0,439 1050-0487 0,801 -- 0.7205 
0.036 0.036 -- 0.036 7 1.003 -- 1.005 7 0.472 0,026 0,4547 - 0,5274 0.1498 7 
0,075 0.073 0.0737 1.013 1.0203 0.DOS 0.012 1 O.J4A8; VEE8 0.56 
0,109 0.110 --0,11020 1.008 —- 1.055 7 0.544 OO 022 0.065 — 0.9231 
0,145 0,145 0.148 7 0,044 1.033 7 0.581 0.006 1.380 7 0,031 1.076 
VIS| 0.177 0.185 7 0.780 1.0005 
(1,218 0,200 0,2200 0,481 -- 0,939 ö 0,581 0.006 -4- 0,385 i 0.015 1.0270 
0.254 0.210 -4- 0.253 7 0.031 0,850 0.681 VU0D 40,200 0 0,011 V,T02; 
0.200 0.201 —- 0,283 i 0,552 0,846 7 0.781 0.004 -+- 0,242 0.007 0.4440 
0,327 0.170 0,3170 1,102 + 1,027 1 0.881 0.003 0,209; 0.003 — 0.229 i 
(1,365 0,126 4- 0,3992 1.240 + 1,257 i 0.081 0.003 --0.195 i RI HIT 
0,399 V.O84 -+- 0,403 7 1.060 1.1397 ] 0.003 + 0,195 i (0) 


$ 11. Reibungskorrektur. Die bisherigen Rechenergebnisse haben wir. aus der reibungs- 
losen Störunesdifferentialeleichung zewonnen. Die Lösungen dieser Differentialgleichung 
oenüzen bei hinreichend großer Revnoldsscher Zahl mit guter Annäherung auch der voll- 
ständigen Störungsdifferentialgleichung, soweit die Reibungswirkung vernachlässigbar ist. Das 
ist in unmittelbarer Wandnähe nieht der Fall. Beim Übergang von Gl. (1) zu Gl. (2) haben 
wir die Ordnung um zwei vermindert, daher konnten wir die Forderung des Haftens der 
Störunesströmung an der Wand nieht erfüllen. Die Gleitgeschwindigkeit an der Wand wollen 
wir nun durch eine Reibungskorrektur kompensieren. Zur Vereinfachung der Rechnung 
wollen wir die Parameter @« und e beibehalten. «a haben wir aus der Strömungsaufnahme 
eewonnen. und e dürfte sich wegen der Größe von R nur wenige ändern. Wollten wir e neu 
bereehnen. so müßten wir die vollständige Störungsdifferentialgleichung (1) mit sämtlichen 
Randbedingungen lösen, was einen sehr großen Arbeitsaufwand erfordern würde. 


Zur Bereehnung der Reibungskorrektur müssen wir die vollständige Störungsdifferential- 
oleichung (1) heranziehen, von der wir nur die größten Reibungsglieder berücksichtigen wollen. 
Der Reibungseinfluß auf die Störungen wird von der Wand nach innen stark abklingen, so 


daß in der dünnen Reibungsschieht e >- 7 ist: wir ersetzen daher U ec durch e und U” 
dureh 7,5’. Dann hat unsere Differentialgleichung (1) konstante Koeffizienten und Tıefert 
den Anfang der vier Fundamentallösungen in der Form = eF#,. Da unsere Reibungs- 


Zu 


korrektur — wir wollen sie mit g, bezeichnen — nach innen stark abklingt, ıst 9,0. 9,9, 
Die Berücksichtigung nur der größten Glieder führt daher auf die Korrekturgleichung 


ı 
[2 Zu 
eq, TuR DE eh | 5 
Unsere abklinzende Lösung lautet: 
pP, CeV ieReu er . 1 i ur : Es f Ä (12). 


Die Integrationskonstante € ist so zu bestimmen, daß die Gleitgeschwindigkeit der reibungs- 
losen Lösung an der Wand kompensiert wird. Wir werden dabei allerdings eine (@uer- 
geschwindigkeit an der Wand erhalten, aber da sich der Eigenwert e durch den Reibungseinfluß 
voraussichtlich nur wenig ändern wird, wird die Quergeschwindigkeit an der Wand sehr klein 
bleiben. Der Erfolg wird uns recht geben. 


Die Reynoldssche Zahl entnehmen wir der Strömungsphotographie; die kinematische 
Zähigkeit wurde dureh Messung der Wassertemperatur ermittelt. Es ergibt sich 


> MAX I ws 
If 1530. 
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Wir bereehnen € ın Gl. (12) als Funktion von R, da wır diese Beziehung noch brauchen 
werden. € wollten wir so bestimmen, daß die Gleitgeschwindigkeit an der Wand kompensiert 








wird, daß also 4, (0) | i wird. Das ergibt nach Einsetzen der Werte von a und e: 
0,156 , 1,101: 
(13) 
| 7 | fi 
une 
(0,156 + 1,101 5) eY RO 103 40,75 (I). 
i 
In Tabelle 3 zeben wır dıe Werte von 7, und 4 " für R 1530: 
Tabelle 3. 
f a ‘ 
() 0.005 VUN 7 ] N 
01.036 0.005 0.0047 0,083 0,3194 
0.073 00] 0.0013 0.072 0.010, 
(109 ) 0,012 0,0127 
0.145 re 0.001 VOOL 
Wenn wir noch berücksichtigen, daß 9, nur bis auf denselben Faktor er werde mit AK 
bezeichnet bestimmt ist wie @ und dieser Faktor im Rahmen der Gültigkeit der Methode 


der kleinen Sehwineungeen gewiß kleiner als O1 ist (s. $ 12), so erkennen wir, daß die 
Ouerzeschwindiekeit »’ an der Wand tatsächlich klein ist: (?’, a )v op =ak |p,(0),, so daß 
wir in erster Näherunge e unverändert lassen können. 


I: X 


VI. Stromlinienbild und Druckfeld. 


s 12. Die Stromfunktion. Die Stromlinien der Gesamtströmung zur Zeit = #, sind die 
Kurven Ge: #,) = econst, wenn W die Gesamtstromfunktion ist. Die Stromfunktion der 
Störunzen haben wır berechnet: 


v,=(g+g,)eiw-eceh . a A 


Die Stromfunktion der Grundströmung erhalten wir einfach aus der analytischen Darstellung 
von I (in): 


1! [ d „ ’ j ’ : j . . i . . . . . ( 16). 


ı 
also als Polynom 7. Grades, 


\Wır müssen in Formel (15) beachten. daß wır noch den wiıllkürlichen Faktor Ä freı 
haben. so daß wır zeenauer schreiben müßten: 


y, Keira ,;„ En u a. 


/ur Darstellung der Stromlinien nehmen wir den Realteil von y,, den wır ın der Form 


schreiben können: 


u, e’itR 7 rY, cos [ar ch - yl. 


wenn g der Winkel des Radiusvektors 9 +9, ın der Gaußschen Zahlenebene gegen die 
positiv reelle Achse ist. Für A haben wir einen passenden Wert zu wählen. Dazu ziehen 
wir wieder unsere Strömungsphotographie zu Rate. In ihr können wir, wenn auch nur roh, 
so doeh mut einer für unsere Zwecke ausreichenden Genauigkeit den Maximalwert »’,., der 


einen Störungskomponente für irgendein y schätzen. Es ist 


’ 


(" ıy du A h (N) y | (N) 


aus der Aufnahme schätzen wir aA 04. K=0129. Dieser Faktor ist zwar größer als 
für «die Methode der kleinen Schwingungen zulässig (die Störungskomponenten erreichen mehr 
als 20 vll. der maxımalen Grundgeschwindigkeit). jedoch werden die Strömungsverhältnisse 
qualitativ noch aut wiedergegeben. Setzen wir nun noch f, 0, so haben wir in 

y I dy -0,12I9 og + e vos lauf —+ ‘) ee 


f f 


E 


(dıe Stromfunktion der Gesamtströmune. 








eh. 


PN 
rt 


Tr 


1 


& 








‚and 17; Heft | 


Februar 1957 


Rosenbrook. Instabilität der Gleitsehieht im schwach «ivereenten Kanal >] 





Abb. 14 zeigt das für äquidistante Y-Werte nach Formel (17) auf graphischem Wege 
sewonnene Stromlinienbild über eine Wellenlänge und bis zur Kanalmitte, für das also die 
Wand in Ruhe ist. Das Bild ist in der Weise ergänzt zu denken, daß die Wirbel an der 
andern Wand den Lücken zwischen den Wirbeln an der dargestellten Wand gegenüber hiegen 
symmetrische Störunesfunktion). Man erkennt an der Form der eingezeiechneten Ge- 
schwindigkeitsprofile, daß der Faktor K = 0,129 für unsere Näherung zu groß ist, d.h. daß 
wir dafür die quadratischen Glieder in den Störungsgeschwindigkeiten nieht hätten vernach- 
lässiren dürfen oder daß wir AK wesentlich kleiner hätten wählen müssen. Abb. It zeıgt 
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\bb. IH. Stromlinienbild (ruhender Beobachter). Abb. 15. Ausgezogen:>Stromlinienbild für einen Beobachter, 


der sieh mit der Wellengesehwindigkeit ce, mitbewegt. Ge 
strichelt: Isobarenfeld. 


aber noch eine qualitativ gute Übereinstimmung mit der Strömungsaufnahme Abb. 5. Abb. 15 
zeiet das Stromlinienbild, wie es sich einem Beschauer darstellt, der sieh mit der Wellen- 
veschwindigkeit e, mitbewegt. Dieses Stromlinienbild ist bis auf die Anfachung stationär. 
Wir erhalten die Stromfunktion für dieses Stromlinienbild, indem wir in Formel (17) noeh 


die Stromfunktion vr, c,9 der konstanten Geschwindigkeit U, ce, hinzufügen. 


$ 13. Druckverteilung. Bei der Ermittlung der Druckyerteilung wollen wir die Reibung 
wieder völlig vernachlässigen, da die dünne Reibungsschicht der Störungen die Druck verterlung 
nicht wesentlich beeinflussen wird. Wir erhalten diese dann aus den Eulerschen Gleichungen 


TA j? u ‚dÜ Op 18 

L La (1Sa), 
Q / Q XL d 7 Q SE 
Ivy’ Ip’ Ip’ 
0? ‚07 (» 
rt 4 (ish), 
Of ; y 


wobei »’ der Drueckanteil der Störung ist (der Druckanteil der Grundströmung U ist gleich 
Null) und sämtliche Größen dimensionslos sind: wir haben wieder die abzekürzte Schreibweise 


i u ht Bu: Ne 
benutzt, p’ lautet ausgeschrieben A ‚ t lautet j ...p’ ist wieder nur bis auf denselben 
‘ or 


Faktor K bestimmt wie die Störungsgeschwindigekeiten «’ und »’. Es ist 


= Ko’ eie(x-ch), 2 
er 0x 


Kiupettusen, 


Führen wir diese Ausdrücke in die Eulerschen Gleichungen ein und machen wir den Ansatz 
p’ P’(y) pi@ila ct) _ (19). 
so erhalten wir aus der ersten Kulerschen Gleiechune: 


Py)=Uy-(U-ep . (20), 


Aalls der zweiten: 
P’(y: "U—-Oo. . . . | | | (21). 


Zur numerischen Bereehnune von P benutzen wir Gl. (20). Gl. (21) liefert uns nach eraphischer 
Integration eine willkommene Rechenkontrolle für die bisher bereehneten Größen e und vi 
Wir erhalten dasselbe P_ wie nach Gl. (20). und so sind wir sicher, daß wir alle Größen 
riehtie berechnet haben. da Gl. (2) erfüllt ist, wie man dureh Differentiation von Gl. (20) und 
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(leiehsetzen mit (21) erkennt. In Tabelle 4 zeben wır die Zahlenwerte von P, Abb. 16 
zeiet das Funktionsbild. 
Tabelle 4. 








Yf P 4 Pe 

() 0.320 HN, 0.58] 0.167 —-- 0.5547 
01.073 0,329 1.676, 
0,145 0.547 072318 0.58] 0.182? —- 0.521 ii 
0.218 0.370 0,701; 68] 0,125 0.396 7 
0,290 DAyE U. 7 0.781 VOUS 0.225; 
0.365 1,358 O.SSU; U).S8] 004] 0,1167 
0.435 V,>S0 + 0,876 7 | () 
V.H0S 0,2270 — VO.HOI8 i 


Die kleine Unstetigkeit bei y=0d überbrücken wir wieder gefühlsmäßig (Abb. 16 gestrichelt). 

Abb. 15 zeigt gestrichelt das nach Formel (19) graphisch ermittelte Isobarenfeld 
p const für äqudistante p”-Werte und für den im Stromlinienbild dargestellten Strömungs- 
zustand. Man erkennt das Zusammenfallen von Druckminimum und Wirbelkern sowie von 
Druckmaximum und Wirbellücke. Die angeschriebenen Zahlen geben «die Werte der Druck- 
konstanten an 











\bh. 16. 


VII. Die Dissipation der Störungsenergie durch die Reibung. 
$ 14. Die Energiegleichung. Nach ©. Reynolds") ist die zeitliche Änderung der Störungs- 


enereie E in einem Gebiet, dessen Begrenzung an der Grundbewegeune teilnimmt. gzezeben dureh 


DE STEH; (Au Ir: 
Di > \ \ Er vrdedy on \ \r r \ | Gzdy . 3.5 
> ist. das Symbol d jellen Differentialquotient 1. Ord WEBER RUE 
ist (das S ol des „subst: le rentialguotienten*: auf I. Ordnung ıs = 
nt Ledassvm ee ubstantiellen Phillerentialquotiente Dt 31 pe 


Siimtliehe Größen in (?2) sind noeh dimensionsbehaftet. Wir haben die von H. A. Lorentz‘) 
angerebene Form der Dissipationsgleichung benutzt: dabei ıst das Integrationsgebiet so zu 
wählen, daß an den beiden Grenzen in der .„-Riechtung «’" sowie »’ übereinstimmen, also über 
eine Störungeswellenlänge zu erstreeken, und daß « und »’ an den Grenzen in der -Richtung 
verschwinden, also von Kanalwand zu Kanalwand. Unter Vernachlässigung der schwachen 
Kanalerweiterung sehen wir unser Gebiet als rechteckig an. Wegen der Symmetrie der 
Integeranden wenügt es, das Gebiet von der einen Kanalwand bis zur Mitte zu erstrecken, 

6,0), Reynolds: On the dynamieal theory of ineompressible viseous fluids and the determination of the 


eriol Phil. Trans. (A) 186, london, INUn. 
H. A. Lorentz: Abhandlungen über theor. Physik. Bd. I, S, #3, Leipzig, 1907. 
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vobei wir den halben Wert der Integrale erhalten. Wir beziehen nun wieder alle Geschwindie- 
-eiten auf 7,,.,, alle Längen auf b und drücken die Störungsgesehwindigkeiten und ihre 


\bleituneen dureh die Stromfunktion (15a) aus, wobei wir den Faktor A weglassen, da er 
ıns hier nieht interessiert. Wir erhalten dann, wenn wir die Integration nach .r ausführen: 


| 
) E .,‚fidU ’ E Ef | | 
DATE D.®: DD. (p,) - db.’ DB. L(Db. _ a? db.\% 99), 
TE Na (® p: ii Und u \I® EEE TER Pirldy; (220) 
( u 

BR; | i . u 

ni ist mit pa dimensionslos gemacht, P ist die korrigierte Amplitudenfunktion : 

J ‘) SUN J 


P=y Iı- 


Die Reibungskorrektur hat keinen merklichen Einfluß auf den Wert des ersten Integrals, 


== dt u 
zumal in der dünnen Reibungsschicht der Störungen pP klein ist: wir können daher im 
(ti 
ersten Integral ® dureh 4 ersetzen, wodurch das Integral von der Reibung unabhängig wird. 
di er And 
"erner Ist $ Vfürd-y°—-1, so daß wir das Integral nur bis 4 5 zu erstrecken brauchen. 
dı j € 


Auch im zweiten Integral verschwindet der Integrand identisch für 5°. y° I nach Gl. (2a) 
U” 0: P 9). Das muß ja auch der Fall sein, da ın diesem Gebiet Potentialströmung 
herrseht und der Integrand nach Gl. (22) das Quadrat der Rotation darstellt. Den Reibungs- 
einfluß auf die Amplitudenfunktion müssen wir hier berücksichtigen wegen des großen Beitrags 
der zweiten Ableitung der Reibungskorrektur und der Größe von a’. Setzen wir wieder 
[' I 


R, so haben wir endgültige: 


1. 
) ) 
DE ‚IHsU I \ . . r „ a 
te nen MP EP HD" a Blayı. . (2b). 
0 f 
E00 | .., 98 
Die Potentialströmung (9°. 9° I) liefert also keinen Beitrag für Dt: 


$ 15. Dämpfung der Störungen durch die Reibung. Formel (22b) legt den Versuch nahe, 
die kritische Revnoldssche Zahl, d. i. diejenige, für die die Anfachung der Störungen durch 
deren Energieverlust infolge der Reibung gerade wieder aufgehoben wird, aus der Gleichung 
D) E 
It 
bestimmen, die wir dazu als Funktion FA) der Reynoldsschen Zahl auftragen. Das erste 
Integral ist von A unabhängig, sein Wert ist 0,32 (graphisch ermittelt). Im zweiten Integral 
müssen wir die Reibungswirkung berücksichtigen. 4” mußten wir schon bei der Berechnung 


Er 
von y nach dem Rungze-Kuttaschen Verfahren ausrechnen |y "4 + , y nach (2a)). 
/ / / r / 


0 zu berechnen. Wir wollen also die Nullstelle fer geschweiften Klammer der G1. (22h) 


Die Korrektur berechnen wir für verschiedene Reynoldssche Zahlen nach Formel (Ih. Die 
keibungswirkung ist nur bis 70,145 zu berücksichtigen, von da bis y 9 ist das zweite 
Integral ebenfalls unabhängige von R und hat den Wert 103. Wir müssen nun noch den 
Anteil des zweiten Integrals von y=0 bis 0,145 für verschiedene Werte von A graphisch 
ermitteln. Es ergibt sich: 


R-F(R) + 425 für R= 15930, 


R- FR) + 269 für AI, 
R:-F(R) + 110 für R= W%., 
ac ie __ + ehe DE. u Te 
Kür 7500 ist also j mmer noch positiv, d. h. die Störung angefacht. Die drei angege- 


benen Werte von R- F(R) liegen auf einer Geraden; dureh lineare Extrapolation kommt man 
für die kritische Revnoldssche Zahl auf die Größenordnung 100. Dieser Wert ist viel zu 
klein. Wir müssen bei unserer Rechnung beachten, daß sie um so schlechtere Näherungen 
liefert, und zwar sowohl für die reibungslose Eigenfunktion y als Lösung der vollständigen 
Störungsdifferentialgleichung als auch für die Reibungskorrektur g ,, je kleiner die Reynolds- 
sche Zahl ist. Für R=500 ist unsere Näherungsreehnung gewiß schon nieht mehr brauchbar, 
‚umal die Korrektur exponentiell nur mit y 7? abklingt, ferner haben wir die Parameter a und e 
beibehalten, die sich bei diesen kleinen Reynoldsschen Zahlen ebenfalls merklich ändern 


werden und mit ihnen wieder y und 9 ,. Unser Versuch, die kritische Reynoldssche Zahl 
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auf diesem Wege zu fassen, ist also an der Unzulänglichkeit unserer Näherungsmethode für 
kleinere Revnoldssche Zahlen gescheitert. Wollten wir die Rechnung exakt durchführen, 
so müßten wir das vollständige Eigenwertproblem nach Gl. (1) lösen, und zwar für mehrere 
kevnoldssche Zahlen, um «die Kurve F=FiR) zu erhalten. Der Arbeitsaufwand wäre 
enorm und dürfte sich für das vorliegende Problem wohl kaum lohnen. 

61. (22h) liefert uns Jedoch eine Abschätzung, wie stark für unser Beispiel der dämpfende 
Kinfluß der Reibung auf die Störungen ist. Dividieren wir Gl. (22b) durch E, die Energie 
der Störungen in dem betrachteten Gebiet, so erhalten wir das doppelte logarıthmische 
Inkrement der Störungen: 


ıLDE 
E Di 2 Di. . (33). 
ls ıst 
h 
F; i \ \wW’+e?’)dedy | . (24) 
yı von 


oder nach Einführung der Stromfunktion und dimensionsloser Größen sowie Ausführung der 
Interration nach .r: 


eL. ’ N ., pin 
E=, eit\[\PP+alP lady . re ii >4ta). 
m; 
u 
F ist mit Vo 5° U°,,, dimensionslos gemacht. Wir wollen zunächst von dem Reibungseinfluß 


auf E absehen. Der erste Term der geschweiften Klammer ın Gl. (22b) hat den Wert 0,32, 
der zweite 0,042 für 2° 1530. Gegenüber der Revnoldsschen Zahl R=x, für die wir die 


10] 


% . r Mi 6 R 
Di und damıt 5; bzw. e; - um 0,042 :032= 13 vi. 
A 


kleiner werden. Brineen wir bei E die Reibuneskorrektur an, so erhalten wir mit 


Kırenwerte bereehnet haben. würde also 


RT 
E--1,55,, .e?’i! (graphisch aus 24a) . . (24b) 
A? ; 
I DE 01; 
{ 45 
2aE Dt 


also eine Abnahme um etwa 12 vH. gegenüber dem Wert e; 
einluß auf # ist unbedeutend. 

Damit haben wir einen Anhalt, wie eut unsere reibungslos berechneten Größen der 
vollständigen Störungsdifferentialgleiehung (1) genügen bzw. wie groß der dämpfende Einfluß 
der Reibung ist. Wir erkennen, daß wir noch bei wesentlich kleineren Reynoldsschen 
Zahlen als der unseres Beispiels Anfachung zu erwarten haben. Bei R=- 750 lassen die 
Experimente gerade keine Instabilität der Gleitschicht mehr erkennen, so daß hier die Größen- 
ordnung der kritischen Revnoldsschen Zahl liegen dürfte. 


0,17 vons$ 10. Der Reibungs- 


VII. Zusammenfassung. 


W. Tollmien hat den Satz aufgestellt, daß ebene Strömungen mit einem Wendepunkt- 
profil instabil sind. Wir haben eine solehe Strömung, nämlich die Strömung durch einen 
divergenten Kanal, experimentell hergestellt und das Gesehwindigkeitsprofil ausgemessen. 
Dieses Profil haben wir durch ein Polynom sechsten Grades angenähert. Mit dieser Dar- 
stellung sind wir in die Störungsdifferentialeleiehung hineingegangen und haben zunächst die 
neutrale Eizenfunktion und die zugehörigen Eigenwerte berechnet, wobei wir uns auf die 
Tollmiensche Arbeit stützten, nach der die Wellengeschwindigekeit der neutralen Störungen 
gleich der Grundgesehwindigkeit im Wendepunkt des Profils ist. Weiter haben wir eine 
angefachte Störung berechnet, deren Wellenlänge wir der Strömungsphotographie entnahmen. 
Die Wellenzeschwindiekeit dieser stark angefachten Störung war nur wenig verschieden von 
der der neutralen Störung. Wir haben dann noch versucht, die kritische Reynoldssche 
Zahl mit Hilfe der von ®O. Reynolds aufgestellten Dissipationsgleichung zu ermitteln, was jedoch 
an der Unzulängeliechkeit unserer Näherunesmethode scheiterte. Dagegen gewannen wir aus 
(dieser Gleichung noch eine Abschätzung der Dämpfung durch die Reibung. 

Zum Schluß möchte ich noeh meinem verehrten Lehrer, Herrn Prof. Dr. Prandtl, meinen 
herzlichsten Dank aussprechen für die Anregung zu dieser Arbeit und für die fördernde Unter- 
stützung, besonders auch für die Erlaubnis zur Benutzung «der Versuchseinriehtungen des 
kaıser-Wilhelm-Instituts für Strömungsforschung, ferner Herrn Dr. phil. habil. W. Tollmien 
für die hiebenswürdige und stets bereite Beratung bei der Durchführung der Rechnungen. 614 
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Die Wirkung des Austausches auf Rektifikationsböden. 
Von H. Hausen in Höllriegelskreuth bei München. 


Einleitung. Bei der Zerlegung von Gemischen (z. B. Wasser Alkohol) durch Rektifikation 
tritt eine dureh eine Hohlsäule herabrieselnde Flüssigkeit ın innige Berührung mit auf- 
steigenden Dämpfen, so daß ein eleichzeitiger Wärme- und Stoffaustausch entsteht. Dank 
ler verschiedenen Zusammensetzung, die Flüssigkeit und Dampf im Gleichgewichtszustand 
haben, reiehert sich die Flüssiekeit immer mehr am schwerer siedenden Bestandteil (z.B. 
Wasser), der Dampf am leichter siedenden Bestandteil (z. B. Alkohol) an. Eine besonders 
ausgiebige Berührung ermöglichen Rektifikationsböden, auf denen die Flüssigkeit aufgestaut 
und von dem meist durch kleine Löcher oder Glocken aufsteigenden Dampf durehdrungen wird. 

Bei der Bereehnung der Wirkung von Rektifikationsböden nahm man früher an, daß die 
auf einem Boden befindliche Flüssiekeit, z. B. infolge sehr guter Durehmischung, an allen 
Stellen dieselbe Zusammensetzune hat und daß der theoretische Höchstwert des Umsatzes 
dann erzielt wird, wenn der durch einen solehen Boden aufsteigende Dampf sieh mit der 
Flüssigkeit vollständig ins Gleichgewicht setzt. 

Eine im Jahre 1931 im Auftrag der Gesellschaft für Lindes Eismaschinen durchgeführte 
theoretische Untersuchung!) führte indessen zu der Erkenntnis, daß die Wirkung der 
Rektifikationsböden erheblich gesteigert werden kann, wenn man die Durehmischung vermeidet. 
Theoretisch läßt sich hierdurch der Umsatz im Mittel auf das Doppelte, zum Teil aber, be- 
sonders auf den unteren Böden einer Rektifikationssäule, bis auf ein Vielfaches des im bis: 
herigen Idealfall erzielbaren Umsatzes erhöhen. Zu demselben Ergebnis gelangt E. Kirschbaum?) 
mit Hilfe eines zeichnerischen Verfahrens. 

Nach dieser Erkenntnis spielen sich auf einem Rektifikationsboden’ wesentlich ver- 
wiekeltere Vorgänge ab als nach der früheren vereinfachten Annahme. In der nachstehenden 
Untersuchung®?), die eine wesentliche Erweiterung der ursprünglich entwickelten 'Theorie') 
darstellt, sollen diese Vorgänge mit Hilfe der ihnen zugrunde liegenden Differentialgleichung 
bereehnet und möglichst allgemein gezeigt werden, von welchen Größen die Rektifikations- 
wirkung abhängt. 


I. Differentialgleichung des Stoffaustausches auf einem Rektifikationsboden. 


Als Beispiel zur Berechnung der Wirkung von Rektifikationsböden, die sich grund- 
sätzlich bei allen Bauarten in ähnlicher Weise durchführen läßt, seien gelochte Rektifikations- 
böden gewählt. Uber einen solchen Boden (Abb. 1) ströme in der Zeiteinheit die Flüssigekeits- 
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Abb. 1. Austausch auf einem Rektifikationsboden. 


menge F(z. B. ein Gemisch aus Wasser und Äthylalkohol) von links nach rechts, von unten 
trete in der Zeiteinheit die Dampfmenge D hindurch, die die Flüssigkeit fein verteilt dureh- 
dringt. Diese Mengen sollen in Molen oder Normalkubikmetern (z. B. bei 15°C und I af abs. 
im gasförmigen Zustand) gemessen, ihre Zusammensetzung dureh das Verhältnis der ebenso 
bestimmten Menge des leichter siedenden Bestandteils (z. B. Alkohol) zur Gesamtmenge 
(Wasser + Alkohol) ausgedrückt werden. Der betrachtete Boden sei. vom oberen Ende der 


I), Einige Gedanken dieser im übrigen nieht veröffentliehten Untersuehung sind im D. R. Patent Nr. 631909 der 
(res. f. Lindes Eismaschinen (angem. am 29. 1.32) dargestellt. Gegenstand dieser Patentanmeldung sind ringförmige 
kektifikationsböden, bei denen die Durehmisehung der Flüssigkeit dureh Anordnung eines langen Flüssigkeitsweges 
moglichst vermieden wird. 

?, E. Kirschbaum: Wirkung von Rektifizierböden und zweekmäßige Flüssigkeitsführnng; Forschung Bd. 5 
(1954), Nr. 5, 8. 24. 

3) Einen kurzen Bericht hierüber gab der Verfasser auf der Tagung des Ausschusses für Wärmeforschunge im 
Verein Deutscher Ingenieure am 24. 10. 34 in Bitterfeld-Wolfen. (Vgl. Z.V.D.1., Bd. 79 (1935), S. 71.) Weitere 
Folgerungen aus dieser Untersuehung sind mitgeteilt in: IH. Hausen, Wirkungsgrad von Rektifikatiousböden und 
Iheoretische Bodenzahl, Forschung Bd. 7 (1936) Heft 4 8. 177. 
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Rektifikationssäule aus gezählt, der n-te, der darüber hegende der (n l)-te. Die Flüssigkeit 
trete vom (n I)-ten Boden mit der Zusammensetzung «,„_ , (z.B. Gehalt an Alkohol) auf 
den »-ten Boden über und verlasse diesen mit der Zusammensetzung #,„. Wird hierbei jede 
Durehmisechunge der Flüssiekeit vermieden*), dann ändert sich die Zusammensetzune der 
Flüssiekeit auf ihrem Weg über den »-ten Boden stetig von #,_, bis #„. Der Dampf trete 
von unten mit der mittleren Zusammensetzung 9, ein und erreiche dureh den Austausch mit 
der Flüssiekeit die mittlere Zusammensetzung Y_,- 

Wir betrachten den Stoffaustausch an einer bestimmten Stelle des »-ten Bodens. Die 
l,awre dieser Stelle sei dureh den gesamten Wege s gekennzeichnet, den die Flüssiekeit, von 
ihrem HKintritt ın den obersten Boden an, über die zelochten Teile der Böden bis zur be- 
trachteten Stelle hin zurückgelegt hat. Hierbei seı als Einheit der wirksame Weg auf einem 
Boden gewählt, so daß der Wert von s an jeder Ablaufstelle der Flüssigkeit gleich der 
Nummer des betreffenden Bodens wird. An der Stelle s des »-ten Bodens habe die Flüssigkeit 
den Gehalt . am Leichtersiedenden (z. B. Alkohol), an der Stelle s+ds den Gehalt «+ dx 
(vel Abb. 1). Wenn der Boden an allen Stellen gleich breit ist (oder in anderen Fällen, 
wenn man s so festlegt, daß jeder oleichen Zunahme von s ein gleich großes Flächenstück 
des geloehten Bodens entspricht), so steigt zwischen s und s+ ds in der Zeiteinheit die 
Dampfmenge Dds auf, Ihre Eintrittszusammensetzung, die im allgemeinen vom Mittelwert 7, 
über den ganzen Boden abweicht, sei 4'(s). Nach Hindurehtreten durch die Flüssiekeits- 
schieht nehme sie die Zusammensetzung z(s) an. Hingegen sei z die Zusammensetzung, die 
diese Dampfmenge annehmen müßte, um sich mit der Flüssigkeit von der Zusammensetzung « 
vollständie ins Gleiehzewieht zu setzen. Das Verhältnis der an der Stelle s wirklich erzielten 
/usammensetzungsänderung r(s) - y'(s) des Dampfes zu der größten theoretisch möglichen 
Änderung 2  y'(s) sei Einzelwirkungsgrad # genannt und auf allen Böden als unveränderlich 
betrachtet. Es gilt daher 


r(s) (8) E(z ’(8)) a FO ne Er er et 


Da bei dem Austausch die Flüssigkeit ebensoviel vom leichtersiedenden Bestandteil abeıbt als 
der Dampf aufnimmt, ereibt sich weiterhin, wenn wir F und Dals unveränderlieh voraussetzen. 


F.-dr D- (t(s y(s)) ds Me re a a ne A 


oder unter Berüeksiehtieune von Gl. (1): 


dr I) a 
+ =: £1I2 ı’(s)) 0) i ‚tel. 

(ds F ' 

\1ıs «dieser Differentialeleiehune kann man x ın Abhäneiekeit von s berechnen. wenn man 

y(s) als Funktion von s kennt. 2 ist hierbei aus gemessenen Gleichgewichtswerten als 

Funktion von .r einzusetzen. 


Il. Grenzbedingung. 


\m einfachsten gestaltet sich die Lösung von Gl. (3). wenn man ı(s) = 9, eonst 
setzt. Dies trifft. wenn man die Durehmischung der Flüssigkeit vermeidet, im allgemeinen 
nur für den untersten Boden einer Rektifikationssäule zu. Für alle anderen Böden gilt hin- 
oeren diese Annahme bei nieht durehmischter Flüssiekeit nur in dem Sonderfall, daß man 
den Dampf vor Eintritt in jeden Boden vollständig durehmischt. 

Wenn hingegen auch die Durehmischung des Dampfes vermieden ist, dann ändert sich, 
abgesehen vom untersten Rektifikationsboden, „'(s) von Stelle zu Stelle des Bodens. Es ıst 
dann zunächst nur bekannt. daß der Mittelwert von 1 (s) auf dem »-ten Boden gleich ,„ Ist. 
daß also eıli 


H 


(8) ds 4, N, a EEE ra iR 


lın übrigen muß der Verlauf von vr(s) in Abhängiekeit von s durch eine besondere Grenz: 
bedingzung ermittelt werden. Diese folgt aus der Überlegung, daß für jeden Boden die 
\ustrittszusammensetzung r(s) des Dampfes gleich der Eintrittszusammensetzung in den 


I) Urs wlieh berueksiehtiete ieh aueh den Einfluß einer nur teilweisen Durehmischung, indem ich einen 
Durehmischungsfaktoın einführte, der bei vollständiger Durehmischunge den Wert 1, bei Vermeidung der Dureh 
] schung den Wert u hat. Hierb:« wiirde aneenommen, daß die an jeder Stelle des Bodens stattfindende Änderung der 
Flüssigekeitszusammensetzung bei teilweiser Durehmisechunge im Verhältnis ] ı kleiner ist als ohne Durehmischung. 
Hierdureh trat vor die rechte Seit» der Gl. (2) und vor den zweiten Ausdruck der Gl (2) der Faktor | ",„ Da ohne 
gesond | rsuchung \ uszusehen ist, ob dieser Ansatz den wirklichen Verhältnissen entspricht. wurde im 
folge | \ der Behandlung der teilweisen Durchmischung abgesehen. 
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schst höheren Boden ist. Die hierdurch sich ergebende Beziehung ist verschieden, je 
“chdem. ob die Flüssigkeit auf allen Böden in der gleichen Richtung fließt, oder ob die 
‘trömunesriehtunge von Boden zu Boden wechselt. 


1. Gleichsinnige Flüssigkeitsführung. Da in diesem Falle auf dem »-ten und (n  I)-ten 
Boden die Stellen s und s- 1 übereinander liegen (vgl. Abb. 2a), erhalten wir auf Grund der 


senannten Überlegung 
T(s) (8 ) 


ind hiermit nach Gl. (1) als Grenzbedingung 























"(8 I) e2-+ (1 e) u’ (8) | Be a a (+) 
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a) Gleiehsinnige Flüssigekeitsführung. b) Gerensinnigee Fluüssigkeitsfuhrunge. 
\hhb. ?. Entfernung e zweier übereinanderliegender Stellen des „-ten und (nm l-ten Bodens, gemessen dureh den 


Flüssiekeitswege über den gelochten Teilen der Böden. 


2. Gegensinnige Flüssigkeitsführung. Zwei übereinanderliegende Stellen des (n» 1)-ten 
und »-ten Bodens (Abb. 2b) haben, gemessen in der Riehtung der Flüssigkeitsströmung, von 


der Stelle n I den Abstand s— (n I). Über der Stelle s lieet daher die Stelle 
s—2:[s—(n— D)]=2(n — 1) —- s. Da hiernach 
ı(s)=y(öln—1)—s), 


so ereibt sich mit Gl. (1) die (renzbedinzung 
yv(Z(n V- Er Hd u ETF Rr ei 


Beı Anwendung der Grenzbedinzunge (5) oder (6) soll ım folgenden stets vorausgesetzt 
werden, daß der betrachtete Rektifikationsboden so hoch über dem unteren Säulenende liegt, 
daß der Verlauf von y(s) von der ursprünglich unveränderlichen Zusammensetzung des Dampfes 
hei Eintritt in den untersten Boden nieht mehr beeinflußt wird. y'(s) soll also einem stabilen 
Grenzverlauf entsprechen, der sieh zwar im allgemeinen noch von Boden zu Boden nach 
einer bestimmten Gesetzmäßiekeit ändert, der aber nieht mehr von der Vorgeschichte des 
Dampfes abhängt. In einer Säule mit sehr vielen Böden ist dieser Grenzverlauf bei der 
Mehrzahl der Böden praktisch erreicht. 


III. Kenngrößen des Austausches nach der Ähnlichkeitstheorie. 


Die Gesamtwirkung eines Rektifikationsbodens ist dureh die Änderung Yn-ı— Yun der 
mittleren Zusammensetzung des Dampfes bestimmt. Als Vergleiehsmaßstab für die Güte 
verschiedener Rektifikationsböden benutzt man meist das Verhältnis von 9, , 4. zur Gleich- 
vewichtsstörung 2 An 


vn 


ur 1 UM er 
J Er er Fe a ee Ge a |; ; ° 


2 Ur 
wobei z, «die Zusammensetzung des Dampfes im Gleichgewieht mit der vom n-ten Boden 
ablaufenden Flüssigkeit bedeutet. z,— 9, stellt den theoretischen Höchstwert des Austausches 
bei vollkommener Durchmischung der Flüssigkeit dar. Da aber, wie schon erwähnt wurde 
und noch näher gezeigt wird, n_, Yu bei Vermeidung der Durchmischung den Wert von 
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25 Y„ wesentlich überschreiten kann, hat Kirschbaum’) vorgeschlagen, 9 nicht als 
Wirkungsgerad®), sondern als Verstärkungsverhältnis zu bezeichnen. Da jedoch in manchen 
praktisch wichtigen Fällen der Gehalt des Dampfes am wertvollen Bestandteil (z. B. Sauerstofl 
bei der Luftzerlegung) nicht verstärkt, sondern verringert wird, sei g allgemeiner Austausceh- 
verhältnis genannt’). 

y ist ebenso wie der gesamte Vorgang auf einem Rektifikationsboden bestimmt dureh 
die vier voneinander unabhängigen Größen: F, D, 2, Y„ und « sowie durch den Verlauf deı 
Gleiehzewichtskurve. Damit die Rechnungen nieht zu verwickelt werden, legen wir einen 
quadratischen Verlauf der Gleichgewichtskurve 


-bl(ir Cu) rel(x er 


z Zn n) (9) 


zugrunde, Dies ıst für fast alle Fälle hinreichend genau, da sich jede Gleichgewichtskurve 
wenigstens stückweise angenähert durch Parabelbögen ersetzen läßt. Hierdurch treten als 
weitere Veränderliche noch b und e auf. 

Über die Art, wie g von den genannten insgesamt sechs Größen abhängt. gibt die 
Ahnliehkeitstheorie bereits wiehtire Aufschlüsse. Allerdings führt die übliche Dimensions- 
betrachtung, bei der alle Mengen dieselbe Dimension haben, nicht zum Ziel, da die wichtigen 
Größen D und 2, — %, dimensionslos erscheinen. Aber schon die Tatsache, daß man bei 
einer Mengenbilanz der Rektifikationssäule die Flüssigkeitsmengen, die Dampfmengen und 
die Mengen eines der Bestandteile gesondert betrachten muß, weist darauf hin, daß es nötig 
ist, diesen Mengen verschiedene Dimensionen zuzuerteilen. Die Dimension der Flüssigkeits- 
menge sei mit f, die der Dampfmenge mit d und die der Menge des leichtersiedenden Bestand. 
teiles mit 7 bezeichnet. Da hiernach z,  #,„ die Dimension Id”', b die Dimension fd’ und 
ce die Dimension f?d 'T* erhält, so ergeben sich als «dimensionslose Kenngrößen neben 4 
und e die Ausdrücke 


y len Mm) rn 4410). 
Nach der Alinliehkeitstheorie‘) muß sich daher 9 darstellen lassen dureh eine Gleichung 
der Form 


DEREN. » x a a er 


worin P eine beliebige Funktion von #, 5 und y bedeutet. 


IV. Lösung bei unveränderlicher Eintrittszusammensetzung des Dampfes. 


Setzt man y'(s) = const und z nach Gl. (S) in die Differentialgleichung (3) ein, so erhält 
man durch Integration in den Grenzen von s bis »n bzw. von «= bis «, und mit Gl. (9) und (10): 


Z p' ’ Vı+4yi(n s) | 


Mr Mr (2. Ya)’ I Sn 


n 7 (yi+4y+l)+(y1+4y |). er dvi Haren rr 
Wählt man 2 .@,„, , undsen I und berücksichtigt man, daß auf jedem Boden der 


Dampf vom leichtersiedenden Bestandteil (z. B. Alkohol) ebensoviel aufnimmt wie die 
Klüssiekeit abgibt, daß also gilt 


F .) 
Ya-ı Ur DD) (U, N Lu) . . . . . . . . . ' ’ | 1»), 
so folet aus Gl. (12) und nach Gl. (7) 
> u 2 
7 —. ur .. t. 


 (yi+4y+l)+(yl+4y—1)-e’VYIr® 


Die AÄhnliehkeitsbeziehunge (11) ist hiermit erfüllt. 


KH. Kirschbaum: a.ıa.0d. 
Uber eine geeignetere Definition des Gesamtwirkungsgerades siehe H. Hausen: a. a. ©. (Fußnote 3). 
Nach einer persönlichen Vereinbarung mit Herrn Prof. Kirschbaum. 


‘, Vel. z.B. Brideman-Holl: Theorie der physikalischen Dimensionen, Teubner, Leipzig u. Berlin 1992. 





als 
hen 
tofl 


reh 
deı 
en 


IS) 
"Ve 


als 


die 
NS- 
’eNn 


ING 








Fr 


ud 17, Heft ı ad ee s 
1 B 1937 Hausen, Die Wirkung des Austausches auf Rektifikationsböden 29 





Bei linearer Gleichgewichtskurve vereinfachen sich die Gl. (12) und (14) wegen e = y=0 zu 


| 
en u (2, Yn):(e' ’\n—s) ) ur Fer Tr . 115). 
l, E 
| | 
= s (e®?r 1) i . : (16). 
‚) 


V. Lösung bei Vermeidung jeder Durchmischung im Falle linearer 
Gleichgewichtsstörung 


Wenn in der Flüssigkeit und im Dampf jede Durehmischung vermieden wird, ist der 
i un D 
(irenzverlauf von y(s) bei gegebenem & in erster Linie durch die Kenngröße W bh be- 
<timmt. Den Einfluß von 5 erkennt man am deutlichsten, wenn man ey 0 setzt, d.h., 
‚on der Krümmung der Gleichgewichtskurve absieht. Durch diese Annahme wird zugleich 
lie Reehnung wesentlich erleichtert. Mit y=-0 geht Gl. (8) über ın 


zu +b(x RA Ge er GE ; ° 

Hierdurch wird nieht nur 2, sondern auch die Gleiehgewichtsstörung 2 9, in der y dureh 
lie Austauschgerade*’) 

F | 

u ul a u BE u ee 


festgelegt ist, eine lineare Funktion von .r. 


Wenn man sich den Grenzverlauf von y(s) zeichnerisch zu veranschaulichen sucht, so 
wird man im Falle der linearen Gleichgewichtsstörung bald zu der Vermutung gelangen, daß 
die Vorgänge auf den verschiedenen Böden einander ähnlich sind. Trifft dies zu, dann müssen 
alle Umsetzungen und sonstigen Unterschiede der Zusammensetzung proportional sein der 
Gleichzewiechtsstörung 2, — 9, bzw. 2,_, Yun. , usw. des betreffenden Bodens. Wir machen 
daher für den »-ten und (n l)-ten Boden den Ansatz 


(Ss 1) 7, In Y,ı ' 
| ee, . ..,. a 
v 4 (5 ) Y 2 Mn 
worin Z bei gegebenen Werten von e und 5 als unveränderlich betrachtet werden soll. 
Aus Gl. (19) folgt 
ve —l)=m-ı, - +) tti+MvUl) .:. .: 2: 2.2.2220). 


l 


Ferner ergibt sich aus Gl. (19) ein Zusammenhang zwischen / und 9. Da nämlich nach 
(41. (9), (13) und (17) 


. , I /I 
u PP" (Yn | Yn); 


Mit Gl. (20) und (21) lassen sieh y(s), « und g wie folgt ermitteln. 


a) Gleiehsinnige Flüssigkeitsführunge. Ein Vergleich von Gl. (20) mit der 
Grenzbedingung (5) liefert unter Berücksichtigung von (17) 


+) ya Mm-ı tem, : h 


'(s) r . ; 7) »)») 

ur (Ss ER TE; u) er a er (25). 
\us (17) und (22) folet mit (7) und (21) 
‚bh D | 

2 —w(s) (in Yyı) re — au) : : » (23). 


ite|F ß--1 


"”) Diese Bezeichnung wurde nach persönlicher Vereinbarung mit Herrn Prof. Kirschbaum statt „Gerade 
\ y . .. . .. . . . . . 
die Verstärkungssänle oder Abtriebssäule“* gewählt, weil sie kürzer und allgemeiner ist. 
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Setzt man dies ın die Differentialgleichung (3) ein, so ergibt die Interration von s bis y 
bzw. von .r bis .r, 


D 1 een 
— (2 Yu) —— ' e BE . @ 
/ n N Ur l- m | . (24) 
Hieraus läßt sieh .- und mit Gl. (22) auch (s) für jeden Wert von s berechnen, wenn & und # 
und außerdem 4 bekannt sind. 7 bestimmen wir, indem wir in Gl. 24)s—n Lund z = .r 


setzen. Wiır erhalten so mit Gl. (13). (7) und (21) 


n 


_——_ 


n — mi -/) DEE Er Re Se DI De. 2 En SP N 
i 

Ihieraus läßt sich 2 bei gegebenem 5 dureh Probieren ermitteln. Zu derselben Beziehung 

velanzt man auch, wenn man Gl. (22) unter Berücksichtieung von Gl. (24) in die Bedinzeune (4) 

einsetzt, was die Richtigkeit des Ansatzes (19) bestätigt. 

Aus den Gl. (25) und (21) läßt sieh g abhängig von 5 berechnen, und zwar am ein- 
fachsten, indem man ın (25) eine Reihe willkürlicher Werte von / einsetzt. Da b und damit 
auch 5 grundsätzlich alle positiven Werte annehmen kann, kann / sich nach (25) von 
bis — vw ändern. Hierbei durchläuft g alle Werte zwischen +: und +». Man ersieht 
hieraus, daß das Austausehverhältnis 9 unter entsprechenden Bedingungen unbegrenzt hohe 
Werte erreichen kann'"). 


= F ri 
Bei 4 O0 wird >= 1 und daher = b». Nach Gl. (17) und (18) ergibt sich hiermit 
der Sonderfall unveränderlicher Gleiehgewichtsstörung z-- y. Aus @l. (24) erhält 


ınan für 5=1 dureh Reihenentwicklung nach Potenzen von 4 und Übergang zur Grenze 40 
unter Berücksichtigung von Gl. (21) 


D >. 
2-- Bl, Y,„) RL s) bei 3 u x Ta 
A\hnlieh folgt aus (25) und (21) 
2, 
-_ .op ) Yi 
9-5 (bei f=|1) . . re ee 
Kür == 1 und »=1 ergibt sich hieraus „=2. 


b) Geezensinnige Flüssigkeitsführung. Ersetzt man in der Grenzbedingung (6) 
s «dureh 2 | s, so erhält man dureh Vergleich mit Gl. (20) 
.2(2n -1- s)+1l- e)yl2n--1- s)=n-,-l1+9)) + l+V)v(s). 
Krsetzt man hierin nochmals s dureh 2 n | s und eliminiert man aus der letzten und der 
neu erhaltenen Gleichune (2 n | s), so ereibt sieh unter Benutzune von Gl. (17): 


1 





Ee2, Ms tAl+) e(l -e)b 
(8) - - - um an - 11 En) 
/. = € (1 a 7.) (1 € 7 ; 
(28). 
e(] 4) l 
UM; (a2 n —1—s)— x.) 
(1 m A) (l Er 
Hiermit weht die Differentialeleiehunge (3) unter Berücksiehtieune von (17) über ın 
, te d(x(s)- .,) IE /. (i+4” —I(1—e) 
ade (2, Yu)T F (iS ",,) 
4 (ds F DH | J 2 +4 hi ) 
(29). 
(1 /.) 
93 (‚rin | s) Cn)=V 





10), Daß das Austanschverhältnis den Wert I wesentlieh übersehreiten kann, erklärt sieh daraus. daß an jeden 
Stelle des Bodens die für den Austausch maßrebende Gleichrewiehtsstörung : ı/'(s) größer ist als die dureh die Aus 
tanschgerade bestimmte Gleiehgewiechtsstörung y, und zwar, wie sieh aus den vorhergehenden Gleichungen leich! 
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Diese Gleichung läßt sich lösen dureh den Ansatz 
ziı8) nn Ü, e'’ıC p’ (N 1 | + 
oder aueh 
+ ne | . Es | E 
2r23 Hy ( In r|s „ \ = N . Koi r|s n z | Id . 


„ l 


worin (,, 0,, 0, bzw. C,, C,, €, und r noch zu bestimmende Konstanten bedeuten. 


Van erhält so als Lösung 


+ | \ / ge " - - | 
N | zın rs n+-—-) ‚ koir(s nn 1 
Ya 4 ja 
aa EB TE ET 7 ee re z I]. (0) 
| Sin — o-54 5 
_ v [Bi Faß 


mt 
(I+4” —1 
R r n4 | 144% a nn 


Hierbei ist die Integrationskonstante so bestimmt. daß (s) bei s- n in «#, übereeht. Setzt 


HH 


man ferner in Gl. (30) sn I und eis), ,. so ergibt sich für 7>1(4>0) 


> +4”? — (1 — e)? 


Diese Gleichung läßt sich auch aus der Bedingung (4) ableiten. Bei <114<V) gelten die- 
selben Beziehungen, wenn man in (31) und (32) die imagınär werdende Wurzel dureh ihren 
absoluten Betrag, in (30) Zin und of durch sin und cos und in (32) MArTg dureh aretg er- 
setzt. Hat man aus Gl. (32) zusammengehörende Werte von / und 5 bestimmt, so erhält 
man aus (21) den entsprechenden Wert von g. 

Für den Fall unveränderlicher Gleichgewiehtsstörung findet man, und zwar am ein- 
fachsten, indem man die Differentialgleichung (3) für = 0 und 3° 1 gesondert auflöst, unter 
Berücksiehtigung von Gl. (21) 


D (2(1 €) I u ) .>.) 
8) - nen Y)y 5 N —8)7; In — s) fürpeh.. . 9). 








fm mm un u u un — — — 
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Te 240! Einfuhrung eıner 
S L/72-7] -Ler DOOe 3 
Gi u 2 ru > S S Flussigkeit mit 38% 0, 
S _ U T=1 ES 
Ee 4) = Q 
 LLnterdodn __ 
v9" 20: 
04 06 l 0 "Zr N 08 70 2 06 08 
S 5’ Fr 
f1/ A aha L mier [, a . yo. . . = TR EL, Ye. . . i l i i j 
ussigkeif durchmischt begensinmige Flüssigkeitsführung _ bleichsinnige Flüssigkeitsführung 7) 2 8 70 12 14 16 
Flüssigkeit und Dampf micht durchmischt Tau) Nummer des Bodens 
\bb. 3. Verlanf der Rektifikation auf einem Rektifikationsboden Abb. 4. Sanerstoffgehalt auf den Böden 
TEE 1). der oberen Säule eines Zweisänlenappa 
Abstand vom linken Ende des Bodens, gemessen als Brnechteil rates zur Zerlegung der Luft. 
der wirksamen Bodenlänge. 
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auf einem Boden erzielter | msatlz Yn-ı Ya» 
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Hiermit führt die Bedingung (4) unter Benutzung der Gl. (25) mit =0 zu der Beziehung 
7 a (mr Bel). . . ; er (34) 


Bei : | ergibt sıch hieraus q 1.5. 

Abb. 3 zeiet für die konstante Gleichgewichtsstörunge und für e=1 den nach Gl. (26 
une (33) sowie nach Gl. (22) und (28) erreehneten Verlauf der Zusammensetzung von Flüssig 
keit und Dampf bei gleiehsinniger und gegensinniger Flüssigkeitsführung. Auf der linken 
Seite der Abbildung ist zum Vergleich auch der Fall der vollständigen Durchmischung dar- 
vestellt. 


VI. Lösung für gekrümmte Gleichgewichtskurven bei Vermeidung jeder Durch- 
mischung und gleichsinniger Flüssigkeitsführung. 


Bei gekrümmter Gleichgewichtskurve ist die Lösung von Gl. (3) sehr schwierig, wenn 
man von einer gerebenen Gleichgewichtskurve ausgeht. Man gelangt aber auf dem umgekehrten 
Were zum Ziele, indem man y(s) annimmt und daraus die Gleichgewiechtskurve und den 
Verlauf der Flüssigkeitszusammensetzung ableitet. Um eine Lösung zu finden, die dem Ver- 
lauf der häufieer vorkommenden Gleiehgewiehtskurven, z. B. dem der idealen Gemische, an- 
venähert entspricht, gehen wir davon aus, daß sich die Zusammensetzung der Flüssigkeit und 
des Dampfes längs einer Rektifikationssäule in der dureh Abb. 4 dargestellten Weise ändert''). 
Da diese Kurven der hyperbolischen Tangensfunktion ähnlich sind, machen wir den Ansatz: 


vBeArBumh . .: .» 2 tere, 


worin 4, B und m Konstanten bedeuten, über die erst später verfügt werden soll. 
Aus Gl (35) folet nach Gl. (5) 
B 


® rm a. » 
ITa(m(s—1)) (1 e)Iglms)] 0.0 (86). 


f 
‘ 


Dureh Einsetzen von (35) und (36) in Gl. (3) ergibt sich mit einer Integrationskonstanten — In € 


| Koi (m s) 
r N z— ss 
4 bolim(s -1)) | (34) 
worin zur Abkürzung 
FOom (38 
«tl P +.) ) 
D B 


vesetzt ist. Drückt man in Gl. (37) einmal Eof (m s) durch Eof (m (s- 1)) und Sin(m(s- 1)), 
das andere Mal Col (in (s — 1)) durch Col (ms) und Zin (ms) aus und setzt man die hier- 
dureh für Talm(s 1) und Tg (m s) sich ergebenden Ausdrücke in Gl. (36) ein, so ergibt sich 


I —1 b I RL. £ 


[0.e@x Zee) .. re ° 


sam .Ztmm 


Führt man in ähnlicher Weise den Ausdruck für Iq(ms) bei s—=n in nachstehende 
aus Gl. (4) und Gl. (85) sich ergebende Beziehung 


B a a mr 
„zä = In (&o) m — Sinm-Zolmn)):. : : 2 20. (40) 


ein. so folet. indem man noch Gl. (15) addıert, für die Austauschgerade 


Fi F 
Y A+5 | nC+7 De Ba a u ee 43 Pe Er 


Die Konstanten | und B kann man so bestimmen, daß Gl. (39) in den Grenzfällen der 
reinen Bestandteile erfüllt wird, indem man ın Gl. (39) einmal 20 bei «0, das andere 
Malz 1 bei .r-—1 setzt. Man erhält hierdureh unter Berücksichtigung von (385) A, B und € 
abhängeie von a und m und damit nach (39) als Gleichgewichtskurve 


e* —ı l—e)-e-*% 
Me a — HL. rare RD). 


Die Gleichgewiehtskurve hängt hiernach bei gegebenem a noch von # und € bzw. m ab. 
Der Einfluß von € fällt aber bei e=1 fort. 


tt) Verl. auch K. Thormann: Destillieren und Rektitizieren, Spamer, Leipzig, 1928, Abb. 26, S. #3. 
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Daß Gl. (42) dem typischen Verlauf zahlreicher Gleichgewichtskurven nahekommit, 
zeiet Abb. 5. Die ausgezogene Kurve ist nach Gl. (42) für e=1 und « 3 bereehnet. Die 
sum Vergleich eingezeichnete strichpunktierte Linie stellt die Gleichgewiehtskurve für Sauer- 
stoff-Stiekstoffgemische bei Atmosphärendruck dar. Ferner sind nach Gl. (41) unter Berück- 
siehtigung von Gl. (35) und unter Benutzung derselben Werte von I, B und € wie in Gl. (42) 


y 
1 


Austauschgeraden eingezeichnet für D 0.5.1 und 2 und für verschiedene Werte von m. Man 
erkennt. daß bei e=1 die Austauschgerade für m = 0 die Gleiehgewichtskurve berührt. Je 
oerößer m wird, um so mehr rücken die Geraden vom Berührungspunkt der Tangente ab. 
Wenn die Gleichgewiehtskurve umgekehrt gekrümmt ist wie in Abb. 5. können auch imaginäre 
Werte von m auftreten. 


MIErSIETENTE 


LE 


Dampfes am 


#7 nd » MA 
Uund zZ des 


Abb. >». Gleichgewichtskurve nach Gl. (42) und Austausch 
veraden nach Gl]. (41) bei : I umd H 

—  — —- (leichgewiechtskurve nach Gl. (42) 
Gleichgewichtskurve von Sauerstoll-Stiekstof 
(emischen bei Atmosphärendruck. 





jehalt x der Flussıgkeit am Leichtersiedenden 


Eine noch bessere Übereinstimmung mit der wirklichen Gleichgewiechtskurve kann man’ 
erzielen, wenn man, wie bei der nachstehenden Berechnung von y, die Gleichgewichtskurve 
stückweise dureh Linien nach Gl. (39) ersetzt und hierbei I und B für jeden Teil gesondert 
bestimmt. 

Berechnung des Austauschverhältnisses y. Zur Berechnung von y nach 
(4l. (7) benötigen wir die Ausdrücke für Y9,, 9. , und z,. Für %, können wir nach Gl. (4b) 
schreiben 


FA 
7 A-+ WI gEE ud, VE ER ı - © 
In D A 


Ersetzen wir ferner in Gl. (40) » dureh » I. so erhalten wir mit (38) und dureh Einsetzen 
(des schon früher für Talm (s 1)) gefundenen Ausdruckes 


Fl Er 
Mami nebofm lem) Lee). 
Setzt man Gl. (43) und (44) sowie 2, nach Gl. 9) ın Gl. (7) ein, so ergibt sich 
In(C- ex) Hm (2Cofm  C-ec&n) . 
1 y 2 ‘ IL | im l ; (he), 
In (sen) [O2 — 


: Sam . Zinm 


Um nach dieser Gleichung das Austauschverhältnis y für eine beliebig zestaltete Gleich- 
vewiehtskurve zu berechnen, denken wir uns im Bereich des n-ten Bodens (die Gleichgewichts: 
kurve dureh eine Kurve nach Gl]. (39) derart ersetzt, daß an der Stelle .r,, die Werte von z 


„ 


a m dz d’z 
sowie die ersten beiden Differentialquotienten b F |) und 2« Fr .) beider Kurven über- 


„ 1 
eınstimmen. Setzen wir daher die nach Gl. (39) gebildeten Differentialguotienten oeleich 5 
bzw. 2e, so erhalten wir nach einer kleinen Umformung 


Ir 


a ren | EN 
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worin 
up: Zinm 
( gr r . j r ; ; - - . s (495) 
/ 5* m 


bedeutet. Mıt der weiteren Abkürzung 
EINE E n 


gehen die Gl. (46) und (47). wie man dureh ihre Multiplikation leicht zeigen kann, über in 


(!. EX y+-h. . N er A. 
| ö 
(ax, h ı h es de 
Setzt ıman ferner 
em - Mel. . 3 8 HE RR ea A 


und führt man Gl. (50), (Ab) und (52) in den nach Gl. (39) und (43) für 2, 94. gebildeten 
\usdruek ein. so erhält ınan mit Gl. (10): 
hi A 17 ww 2 


In(y An 


suD { Sam 79 
und entsprechend nach Gl. (45) 


Iniy+Al)+ Inf 


! 
| 3 € m hı 


In(y+-h)+ 2 n 
€ sm .g 


(4). 


Durch «die Gl. (48), (49), (52). (53) und (54) ist 9 mit Hilfe des Parameters m als 
/ 

"unktion von», 5 und y (im Sinne von Gl. (11)) festgelegt. Bei gegebenem + und > findet man 

zusammengehörende Werte von y und g am einfachsten, indem man für m eine Reihe von 














\hh. \nstanschverhältnis 7 bei Vermeidung jeder Durehmischung, gleiehsinniger Flüssigekeitsführung und © =]. 


Werten willkürlieh annimmt. Das Ergebnis soleher Berechnungen für e= | zeiet Abb. 6, in 
D C 


der y abhängige von 9 für verschiedene unveränderliehe Werte von p+y En En Mm) 
P’7 | 


‘ 


dargestellt ist. Bei bekannten Werten von 5 und y kann man hieraus y unmittelbar ablesen. 


Genauere Bestimmung des Austauschverhältnisses @. Obwohl Gl. (39 
oder (42) dem Verlauf vieler Gleiehzewichtskurven nahekommt. eibt es Fälle. ın denen trotz 
der Gleichheit «des ersten und zweiten Differentialquotienten schon innerhalb eines Bodens 
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erkliche Abweichungen zwischen Gl. (39 und der Gleichgewichtskurve auftreten, so z. B. 
‚erade dann, wenn die Gleichgewichtskurve durch Gl. (5) dargestellt wird. In solehen Fällen 
‚hält man eine wesentlich genauere Übereinstimmung, wenn man nicht b und e zugrunde 
cet, sondern die Konstanten in Gl. (36) bezw. (39) so bestimmt. daß diese Gleichungen die 


(leichgewichtswerte 2,,2._, und z* an den Stellen .,,., , und . ‚U genan 
wiedergeben. An Stelle von b und e treten «dann die mittlere Neieune 
= — ,,, 0%. 0.0.0. 0.0. (58) e. Pe 
Lee 1 LT . er 
ınd als Maß der Abweichung von der geraden Linie 
he (‚röße z 
7 
„ ug i = io a” 
dd ) (.b)) F 
S ae 
/ 09 
. _ ’ o . / Ne 
auf (vel. Abb. 7). Aus 5’ und d ereeben sich die / 
dimensionslosen Kenngrößen a | 
r B Be zB» 
) ‚bh (+4)  . 2 
l ! 4 Be 
une | a 
d N u 
Ö== er: = sr ME, z. 
5 - ' — 
“y 1 “y 
. . ‘ .)° ‚ . bb. 7. jest Fi r it re Nele vr IP 1 
die wir nachstehend aus Gl. (36) bezw. (39) be- Ab 3estimmung der mittjeren Neigun und 
der Abweichung d der Gleichgewiehtskurve von deı 
stimmen wollen. reraden Verbindungslinie zwischen 2, und 2, 


Zunächst sollen :, und z° dureh g.h und f ausgedrückt werden.  Berücksiehtigt 


man, daß 


| 


Tgmi(is DD TITam 


| Tam(s 1): Iam 


sam(s —. 


und ersetzt man hierin Ta m(s  D dureh den schon mehrfach erwähnten Ausdruck, so er: 
hält man aus Gl. (36) für som | 
IE | 


2. | = (1 e)+— 2 —-sB)Col ml. . . . (I. 
ih e zum / 


Ähnlich folet aus Gl. (37) 


Hy IIny+M)- InC|. . . a, Ms Er Dre. 3 7 
4 
| r 1 ' . 
ug z IIn/ +- In ( i - j : ; . ' (6) 
m | | =. 
und dureh Einsetzen des hierdurch bestimmten Wertes von .ır (an ta, ,) in Gl. (39) 


h | y+h l—: 
e Sin m f gl 


Bestimmt man ferner noch z, aus Gl. (39), so erhält man dureh Einsetzen der gefundenen 
Ausdrücke (59) bis (62) in Gl. (55) und (56) b’ und «A und damit nach Gl. (57) und (58) für 
die gesuchten Kennerößen 


| 
eh—(i-e)f n 
» PS ylin(g-+Ah)Hinf] (65) 
und 
| | y+Jl [4 
BE RE | ET 
“ / / y+-h 
ed) ‚ | ; : ; . (6 
nm -(AM-g)f- - 
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Aus den Gl. (5b). (63) und (64) lassen sıch unter Benutzung von (48), (49) und (52) bei 
veoebenem { zusammengehörende Werte von TV, pP und berechnen, wenn man für die zWwe] 
Parameter m und 5 willkürlich gewählte Werte einsetzt. 


Aus einem Diagrammı, ın dem 9 für einen bestimmten Wert von & als Funktion von 
’ und d dareestellt ist. kann man beı bekannter Gleiehzewiehtskurve und eerebenen Werten 


D 
von .7,. 4, und „, den Wert von g dureh Probieren ermitteln, indem man zunächst .,„,_, naelı 


F 
Schätzunge'’) annımmmt, hieraus 9 und d nach Gl. (55) bis (58) (vel. Abb. 7) bestimmt und 
den entsprechenden Wert von y aus dem Diagramm abgreift. Man ändert dann den Wert 
von .r, so Janee ab, bis «,„,., und 4 die aus Gl. (7) und (15) foleende Beziehung 
/) 
4 PER Re, ar ,,) eur (65) 
I / / i 


venat eenue erfüllen. 


Vereinfachte Ermittlung von g beie=]1. Dieses mühsame Probieren kann 
man bei: I «dureh folgendes Verfahren vermeiden. Setzt man in den Gl. (93). (4). (65) 
und (64) #1, so erhält man, indem man zunächst nach yY2gf auflöst, nach einiger Um- 


formune 


1 ..923)° I-29 


Pp=P- 5 Mi MN .,;., (U, 
| Id u ” 
Yo Tu 5 (für & ) KR, ee (67). 


In «diesen Gleichungen seien TI BD und od d durch einen geschätzten Wert #,_, =. 
bestimmt. Diesem entspricht nach dem vorhergehenden ein Austauschverhältnis 9, das ım 
alleemeinen mit Gl. (65) nieht in Einklang steht. Es läßt sich aber statt des vorgegebenen 
Wertes 7, ein anderer Wert y, und damit eine andere Gleichgewichtsstörung 2, — y,„ angeben. 
für «hey under, , Gl. (65) erfüllen. Diese Gleichgewichtsstörung beträgt nach Gl. (65) 


F My l A, 
IR (68). 
Mh I) ‘ 
/ 
Hierdurch ergibt sich zugleich nach Gl. (10) ein geänderter Wert » von y 
Ü ” 
iu Yu) . . . . . e P (659), 
I, J 
Day und y omıt 9 und d aueh Gl. (6%) erfüllen müssen, erhält man. indem man das 


nach Gl. (68) und (69) gebildete Produkt yy ın Gl. (67) einsetzt, eine Beziehung für b und e. 
kıne zweite Beziehung hefert Gl. (66) unter Berücksichtigung von Gl. (9). Ihierdureh sine 
dann 5 umed © so festgelegt, daß Gl. (39) die Gleichgewichtskurve an den Stellen .r,,.„_, und 
| 


von .r, , festgehalten, so sind damit nach Gl. (9) und (10) auch entsprechende Werte von 
‚ und y bestimmt. Der Wert von 9 ergibt sieh unmittelbar aus Gl. (66), für y erhalten wir 
nach Gl. (10) mt (67). (68) une (69): 


..>2 ) venau wiedereibt. Denken wır uns nun 5b und e auch für den riehtieen Wert 


„, | 1) zZ N, m 
5° ® («V). 
„, «dl N. 1 „we 

Das Verfahren läßt sich somit in folgender Weise einfach durehführen. Man bestimmt 
zunächst 5°, 5° und 9 mit einem geschätzten Wert «„_ , und errechnet hieraus 5 und y nach 


61.66) um (70). hiermit läßt sieh das Austauschverhältnis y aus Abb. 6 unmittelbar ablesen. 


angenähberte ÄAbsehätzune Von Xy. ı ermöglicht ein graphisches Veriahren zur De 
Iran ‚ ‚ über das der Verfasser auf dem VII internationalen Kältekongreß in Holland (17. Juni 1036 im Haag 
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Abb. a) zeigt IN der soeben beschriebenen Weise für : | berechnete Werte von ‘ für 
lie Böden einer Rektifikationssäule zur Trennung von Athvlalkohol-Wassergemisehen. 4 St 
ıbhängie vom Alkoholgehalt der Flüssigkeit aufgetragen. Hierbei ist angenommen. daß eın 
\useaneseemisch mit 10 Gew.”/o Alkohol in ein Destillat mit 94 "0 Alkohol und eine Ablauf- 

| F 
Nüssiekeit mit 0,1" Alkohol zerlegt wird und das Rücklaufverhältnis FD den Wert I 
hat”). y erweist sich als stark veränderlich'*) und hat die höchsten Werte von etwa 3 bis 9 
weils auf den untersten Böden der Verstärkungs- und der Abtriebssäule. 
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Abb. 8. Anustauschverhältnis 9 bei der Rektifikation von 
\thıylalkohol - Wasser - Gemischen hei Vermeidung eder 
Durechmischung, geleiehsinniger Flussigkeitsfiuhrungnnd 1 15), 


Zusammenfassung: Mit Hilfe der Differentialgleichung für den Stoffaustausech wird 
die Wirkung von Rektifikationsböden unter der Voraussetzung untersucht, daß jede Durch- 
mischunge der Flüssiekeit vermieden wird. Um den Einfluß der Neigung der Gleichgewichts- 
kurve zu erkennen, werden zunächst geradlinige Gleichgewichtskurven angenommen, dureh 
die man die wirkliche Gleiehzewiehtskurve stückweise ersetzen kann. Hierbei werden «dıe 
drei Fälle behandelt, daß 1. der Dampf ın den Boden mit unveränderlicher Zusammensetzung 
eintritt. 2. die Flüssiekeit auf allen Böden in derselben Riehtung fließt, >. «die Strömungs- 
richtune der Flüssiekeit von Boden zu Boden wechselt. Im Falle der unveränderliehen Ein- 
trittszusammensetzung des Dampfes und im Falle der gleiehsinmigen Flüssigkeitsführung wird 
auch der Einfluß der Krümmung der Gleichgewiechtskurve untersucht. Die Rechnung ergibt 
den Verlauf der Zusammensetzung von Flüssigkeit und Dampf auf einem Boden, in Fall 2 
und 3 den Grenzverlauf, der im allgemeinen erst erreicht wird, wenn der Dampf eine größere 
JAahl von Böden durehströmt hat. 

Das Austauschverhältnis y, das angibt, wievielmal der erzielte Austausch größer ist als 
auf einem vollkommen wirkenden Boden mit vollständige durehmischter Flüssiekeit, wird 
abhängig von zwei dimensionslosen Kenngrößen dargestellt. die die Neizune und Krümmung 
der Gleiehgewiehtskurve enthalten. Zur Berechnung von y werden verschiedene Verfahren 
entwickelt. 9 kann wesentlich größer als I sein und grundsätzlich sogar unbegrenzt hohe 
Werte annehmen. Innerhalb einer Rektifikationssäule erweist sich y als stark veränderliech 
und erreicht bei vollkommenem Austausch meist Werte bis etwa 5 und mehr. Im Sonderfall 


konstanter Gleichgewiehtsstörung beträgt der theoretische Höchstwert 4 1.5 bei gegensinniger 
und 7 2 bei gleiehsinniger Flüssiekeitsführune. Dr 


13) Vgl. das Beispiel in „Der Chemieingenieur*, heransgee. von A. Eneken und M. Jakob, Bd. I, ». Teil, Akad 


\erl.-Ges., Leipzig 1033, S. 161. 
19, Über die Bedeutung dieser Veränderliehkeit für die Wirkung von Rektifikationsboden siehe H. Hausen: 
4.0, (Fußnote 3). Bei kleinen Alkoholgehalten ergibt sich y etwas kleiner als ın der Abbildung, wenn man auf den 
interen Böden nicht den Grenzverlauf annimmt, sondern den Einflüß der unveränderlichen Dam pfzusammensetzung unteı 
dem untersten Boden berücksichtigt. Für den untersten Boden erreehnet sieh dann g nach Gl. (14), Kür die nächsten 
Böden läßt sieh „ grundsätzlich dureh zeiehnerische Auflösung von Gl. (3) ermitteln, wozu sieh z. B. das von EB. Kirseh 
yanm a... 0. mitgeteilte Verfahren eignet. 


15, Bezüglich der gestriehelten Linie siehe H. Hansen, a. m. ©. (Fußnote ») 
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Die periodische Quelle in Wasser mit freier Oberfläche '). 
Von Horst Holstein ın Göttingen. 


A\ reehhneriseh einfachste Untersuchung aus dem Problemkreis der Wellenerregung dureh 


unter Wasser eelerene Störuneen dürfte die foleende Arbeit von Interesse sein. 


I. Formulierung des Problems. Wir nehmen einen allseitig unendlich ausgedehnten 
"Jüssiekeitsbereieh an. In diesem denken wir uns ein rechtwinkliges räumliches Koordinaten: 
system gelegen. Wir setzen durchweg voraus, daß alle zu der einen dieser Koordinaten 
etwa der z- Achse senkreelht welegenen Schnitte dieselben Strömungsvorgänge ergeben. 
s eenürt dann, die Betrachtunge auf einen solehen Schnitt zu beschränken: Das Problem 
wird also zweidimensional. 

In einem solehen unendlieh ausgedehnten „zweidimensionalen”  Flüssigkeitsbereielı 
wollen wır das Potential 

() 


»D ee, ri 
un 


ls „Potential der periodischen Quelle* bezeichnen. r ist dabei der Radiusvektor von „(uell- 


punkt“ r  O aus. # bezeichnet die Zeit, «» die Kreisfrequenz. 9-cos of ıst die jeweilige 
Ergiebigkeit der Quelle. Der Qnellpunkt vr 0 ist ein singulärer Punkt des Potentials ®.. 


Die so festgelegte periodische Quelle kann man sich auch dureh einen „atmenden Kreis“ 
um den Punkt r O0 und am einfachsten mit dem Radıus der Längeneinheit ersetzt 
denken. Man hat so gleichzeitige den singulären Punkt aus dem Potentialfeld ausgeschlossen. 
Behalten wir diese Vorstellung bei, und bezeichnen die Amplitude der Atmung mit A,. so 
wird die Maximalgeschwindigkeit an der Peripherie des atmenden Kreises I, 0». Andrer- 


seits ereibt sich aus (1) die stets radıal zerichtete (veschwindiekeit zu 
op. ı) | 
sl ee. cosaof . "Eee ee u ae Der ee 
or zn „ 
Setzt ınman darın r | umd eos en f I. so erhält man also die Beziehung 
() 
BE; A, o ’ ; . . . . m. 


Wir stellen uns nun «ie Aufgabe, die dureh eine periodische Quelle erzeugten Flüssig- 
keitsbewerungen zu studieren, wenn die Flüssigkeit eine freie Oberfläche hat und der Wirkung 
der Schwerkraft unterliegt. Insbesondere soll uns die Art der Wellenbildungen interessieren, 
die dureh das Wirken der periodischen Quelle entstehen. Wir beschränken uns dabeı grund: 
sätzlieh auf das ebene (zweidimensionale) Problem der „Kanalwellen*“. 

In diesem Falle wird nur in unmittelbarer Nähe «des 
Quellpunktes die Flüssigkeitsbewegung durch Gl. (1) bestimmt 
sein. während ın allen übrigen Teilen der Flüssiekeitsebene 
se zusätzliche Potentiale vorhanden sein werden. Unsere Aufgabe 

besteht jetzt darın, letztere zu bestimmen. 
Wir legen ein ebenes Koordinatensvstem (vgl. Abb. 1) 
PER e foleendermaßen fest: Die .r-Achse heet ın der freien Ober- 
— - Häche und weist nach rechts. Die „Achse weıst in Rıehtung 
der Schwerebeschleunigung 9. Der Punkt z=0, y=h seı der 
Ouellpunkt (Punkt Yu ın Abb. 1). Die «dadurch eingeführte 
| länge » werde kurz mit „Eintauchtiefe* der Störungsquelle 
—u Pr bezeichnet. Für den vom Quellpunkt ausgehenden Radius- 
' vektor r eilt dann offenbar die Beziehung 


| “= +y—h) .  ; | 8 


Ks sei nun 








\h ı ey vr ıles Noortdınateın 
vstemSs e. ıned) des (Jim IInrınktı - 
Pir,y: PP + P,-+... », (0) 


1 
» I | Sn "keltiseeD 
- - 


(he endgültige Lösung unseres Potentialproblems. Diese muß dann verschiedenen Bedingungen 
renüzen, «die wır ım foleenden kurz zusammenstellen °): 


Verl, auch die Veröffentliehune von M. Schuler: „Erzeugung von Oberllächenwellen durch schwingend« 
ZAMM I 136), S. 665 bis 72, die eine Skizzierung der hier gebrachten Ergebnisse enthält. 


die ausführliche Ableitung dieser Bedingenngen vel. B. das Kapitel „Oberflächenwellen“* in dem bs 


ıreh 


ten 
ten- 


Jen, 


lenı 


sich 


sig- 
ung 
Ten. 
ınd- 


des 
mm 
ene 
abe 


and 11. HE Holstein. Die periodische Quelle in Wasser mit freier Oberfläche 349 





Die Kontinuitätsgleichung 


"op 7} 


I» . Er a a a 

Or” 7 
ıuß im ganzen Flüssiekeitsbereich erfüllt sein. Beschränken wir uns wie bei Problemen 
unserer Art üblich auf den Fall. daß die Oberflächenwellen im Vergleich zu ihren Wellen- 


äneen kleine Amplituden haben, so leitet sich aus der Bernoullischen Gleichung die als 
Oberflächenbedinzung bekannte Beziehung ah 
"» I» 


eültie für 0 - 
ay ge (zültig für ER BETTER + I 


\ußerdem müssen wir fordern, daß die Flüssigkeitsbewegungen in großen Tiefen unbegrenzt 
abnehmen. Das führt auf die „Bodenbedingung* für die Vertikalgeschwindigekeit 

a» .. ö 
v (eültie für Wo) oo or rn (Ö) 

7, l 
Endlich haben wir offenbar zu verlangen, daß P eine ın .- gerade Funktion ıst, und daß «ie 
P,,®P,... P, im Endliehen keine Singularitäten haben. 

Aus dem Potential P. das den angeführten Bedingzungeen zenügt, erhalten wır dureh dıe 
einfache Beziehung?) 
Io» 


(2,8) eültie für v De > PE 
y ol | . 


sofort die Auslenkung (positiv nach unten, negativ nach oben) zu jedem Zeitpunkt Fund an 


jeder Stelle x der freien Oberfläche. 


Zur Vereinfachunz beschränken wir unsere Untersuchungen grundsätzlich auf den Fall 
stationärer Bewegungen. Mathematisch ausgedrückt heißt das, daß wir unsere Potentiale P, 
sämtlich in der Form 


Isinofy 


D | coseof | 


E MIET A) (io) 


y 
ansetzen. 


Endlich treffen wir noch die Festsetzung: Im Unendliehen beiderseits der (Quelle sollen 
sieh einfacehharmonische Wellenzüge in Riehtung wachsender Entfernung von der Quelle fort- 
bewegen. Diese Festsetzung entspricht dem im Experiment vorliegenden Fall, wenn die 
Wellen an den Kanalenden künstlich verniehtet werden. 


2. Erfüllung der Bedingungen mit vier Potentialen. Wir kommen nun zur Bestimmung 
(der Finzelpotentiale P,, aus denen wir gemäß (5) die Lösung P zusammensetzen wollen. 


I. Als ?, wählen wir das dureh (1) definierte Potential der periodischen Quelle. 


>. Für das Weitere ist es zweekmäßig, sich die Flüssigkeit über die ganze w, pkbene 
erstreckt zu denken. Das bedeutet mathematisch, die Potentialfunktionen über die freie Ober- 
Näche hinaus analytisch fortzusetzen. Wir tun dies und nehmen nun auch im Punkte .w 0, 
„= h eine periodische Quelle an (vgl. Punkt Se in Abb. 1), die von derselben Stärke wie 
P, ist, jedoch im Gegentakt dazu arbeitet. Diese nene Quelle ist dann dureh das Potential 
segeben: 


() 
IDEE nn ee AR 


»D, 
\\Yo 


Du ne a a ra 


gesetzt ist. Durch Einführung dieses Potentials P, erhält die Gerade 40 (also die freie 
Oberfläche) eine ausgezeichnete Lage: Z. B. erkennt man leicht die Gültigkeit der Beziehungen 


' 7, +9, =0V | N | | |; 
tıyıa 
u" N () / 
0, 04%, ! ars} Eas 
. —— (eültıe für u + 5°. Yan ARE 
Oo 04 an x°’+h’ Ä | J \ 


Dies läßt rechnerische Vereinfachungen bei der Erfüllung der Oberflächenbedingung erwarten. 
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>. Als drittes Einzelpotential wählen wir das unter dem Namen „Potential der freien 


bekannte Potential 


PD, I; 


Welle 


sin enf 


:cosar-e 


(12). 


Kinsetzen «dieses Ausdrucks in (7) ergibt die Bestimmungsgleichung für «a: 


\lıt diesem Wert von a genügt P, allen vorgeschriebenen Bedingungen. 
über jede sonstige Lösung superponiert werden. Erst die Forderung. 


sich mit behlebigem 4, 


(I2a) 


Ks kann also an 


daß im Unendliehen ein einfachharmonischer fortsehreitender Wellenzug entstehen soll. macht 


die Einführung von P, in der Form (12) zur Notwendige 


sieh später zeigen wird. 


keit und leet A, eindeutig fest, wie 


l 


I. Endlieh benötieen wır noch eın viertes Potential: «denn. wie man leicht nachnprüft. 
| 


die Oberflächenbedineune (7) noeh nie 
Fourier x 


ist durch PD, + P, 
mäßie ein Potential vom Typ P,, aber nach 


I 
D, [(ı)»- cos tr. et"Y.cdu 
[# 


Die Freiheit in der Wahl von f(w) wird, wie wir ] 


wir mit PD, P,+ P, die Oberflächenbedingung (7) erfü 


14 


) hh ' 
_. \u-ftu)-cosuwr den 


ı 


oder aueh. wenn wır zur Abkürzung 


Fu) 
fin) - 
(r)” 4 „H 
setzen. 
.) 
| pas -\ ’() .ceos.rn: du 
7 


Nach dem Reziprozitätsgesetz der Fourierintegraltheorie 


I 
Z v2 d.h 
\ i a , "CO U rdr 
7 a-Yn « + Jr" 
Ferner ıst*®) 
\ COS H.r 7 
— v ge .p u 
a? h’ Ih 
Danmmt wird nach der letzten Gleichung 
| m | 
Fin) er "und nach (4 f(u) 
7I 
Ersetzt ınan hier noch 9 durch semen Wert aus (3) un 
[undenen Wert ın (13). so wird 
ur 1% I) Hl 
«b 3A, \ Ri :-ceos.ru: dn 
2 er)" 7 „H 


\Man überzeugt sich leicht, daß die übrigen Bedingun 
einzeln erfüllt sınd. Unser Problem ist damit ım Prinz 


he Kreebnisse zu «diskutieren. 
\el .Db. Courant-Hilbert: ‚Methoden der mathematise 
Verl. die Formelsammlune von Laska. NS. >>>, Gl. 91. 


COS (N) / 


"COS (N) / 


ht erfüllt. Wir wählen dazu zweck- 
eralleemeinert : 


(13). 
etzt zeieen, eerade verbraueht. wenn 


len: es wırd nämlich dann 
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en” 
\flu)-eos nude, 
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(Ih) 


°, oılt dann aber auch die Umkehrung 


Fin) 


d substitinert dann den für fu) ge- 


(19). 


gen von Jedem unserer vier Potentiale 
Es verbleibt die Aufgabe, 


Ip eelöst, 


hen Physik“, Bd. 1, 2. Aufl., S. 68. 
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3, Über das Potential ®,. Insbesondere bedarf das ın ?, (Gl. 15) vorkommende Integral 


re 
/ \ coseu:-du ee te 
nd u 


noch einer näheren Untersuchung. Dieses hat einen Pol auf dem Integrationsweg, ist also 
ein uneigentliches Integral. Es hat jedoch einen Cauehvschen Hauptwert, wie man leicht 
nachprüft. Wir wollen daher von nun an unter dem Integral (16) stets seinen Hauptwert 
verstehen. 

Wir ersetzen die cos-Funktion in (16) dureh komplexe Exponentialfunktionen, und führen 
die dimensionslosen Koordinaten 


s=Brt-0 . : . a ee 
und 

-=p 7, — Br a Be Sa a er (I7b) 
ein. wobei 

on 

7 Hi es De 
und | 

DE 2 er ee wine Di 

4 


eesetzt ist. Dann wird «dureh die Transformation der Integrationsveränderliehen 


"+2 en” 

H . 
200g 
das Interral (16) übergeführt ın 
4 3‘ 
I a Tale 
eo? dv oe In. 

yo (> 


"ür den Hauptwert der hier auftretenden „Exponentialintegrale* führen wir ın Erweiterung 
der Bezeichnungen von Jahnke-Emde’) die abkürzenden Bezeichnungen eın 


\° dv: kitiz) bzw. \\ der kKilz). . ne (20). 


Dureh Einsetzen in (15) erhalten wir somit P, in der Schreibweise 


» l 


M a’) le - kilz)-e ki (z)| ©. 3 5 Mr; (| 


Bevor wir P, in «dieser Form verwerten können, müssen wir noch das komplexe 
Kxponentialintegral Ei (z) etwas genauer untersuchen: 


Entwickeln wir den Integranden in (20) nach Taylor und integrieren dann gliedweise, 
so erhalten wir die Reihenentwieklung 


#4 
kKilz2)- C+-Inz-+ \ ee re u = en EN, 
La an 
n ] 
wo C=09772.... die Kulersche Konstante ıst. Man sieht daraus, daß mıt Ausnahme des 


(nicht im Flüssigkeitsbereich gelegenen) Punktes z=0 und des unendliehfernen Punktes Fi (z) 
reguläre Funktion ihres komplexen Argumentes ist. 


Der Entwieklung (22) entnimmt man ferner die Näherungslormel 
Fi(z) x ’ +Inz (eültıe für 2 Bo er a 5 Bw 
Kir großes Argument entnehmen wir aus Jahnke-Emde die Näherunesformel 


> 
< 


Yı =: ( . #.. 
Fi(2)= _ (gültig für 


BE, rer ee rt 


[6 


5) Jahnuke-Emde: „Funktionentafeln mit Formeln und Kurven“, ?. Aufl. 1933, 8. 78 bis 86, 
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Fıd(z) ist für positiv reelles Argument tabelliert"). Für rein imaginäres Argument ist 
es über die tabellierten Integralsinus (S 7) und Inteeraleosinus (Ci) auswertbar. Es eilt 
männlich) 


. . . .» * T * - 
kKılıq) Oryrtel St), wenn d Me 


+) 


längs «der freien Oberlläche ist nun nach (17) une (19), wenn wir zur Abkürzune 


in” 

Piu=9% 2 ae Ein Ka 
setzen. 2 pP, + tg. also komplex. Da unser Exponentialintegral für komplexes Argument 
nieht tabelliert ist. müssen wir für die Werte von Fitz) länes der freien Oberfläche auswert- 
bare Reihenentwiekluneen finden. 


Es empfiehlt sich dabei nieht, die 1m ganzen Flüssigkeitsbereich (mit Ausnahme des 
Unendlichen) konvergente Entwicklung (22) zu wählen: vielmehr erfaßt man die Punkte der 
freien Oberfläche besser dureh zwei Tavlorentwicklungen, deren Konverzenzbereiche sieh 
ergänzen. Das für die Aufstellung «dieser Tavlorreihen nötige Gesetz für die Bildung der 
n-ten Ableitung von Fitz) findet man dureh Bildung einer genügenden Anzahl von höheren 
Ableitungen zu 


’ (— 1)” | 
/ ye ’i f (nv 1)! \ 5 m. 
(n m)! z 
ı ] 
Wir bilden zweekmäßig die beiden Tavlorreihen um Punkte z= p, bzw. 2° +i-g: denn 


für diese Punkte ist Kilz) nach obigem aus Tabellen erfaßbar. Tun wir dies, und führen 
wir noch «die auf die Eintauchtiefe bezogene Länge 





Bj 
=) Yon 
x u. 
hi 
ein. so erhalten wir nach einigen einfachen Umformuneen 
I [7 
| a Y ( Vs | R = 
FKilputips.t) Ki(p,) — eve \ \ tt)” -." (eültie für .r I) (2sSa) 
N m)! pp, m 
hy 
FG [7 
v v I: j W | »;' j 2 
l (IP, Zztp, 7) kit Put e-’P04 \ \ e m=m|‘ (zültıe für \.r Iı(2sh). 
er nz (NM m). Pu u „ 
7 [72 i 


Diese beiden Reihen sind für die Tabellierung unseres Exponentialintegrals für die Punkte 
der freien Oberfläche brauchbar. 


4. Form der freien Oberfläche im Unendlichen. Wir untersuchen zunächst den Anteil von 
PP, wir bezeiehnen ihn mit », an der Formgebung der freien Oberfläche: 


\us (WW) ereibt sieh zunächst leieht mittels der ım vorieen Absehnitt erhaltenen 


Beziehungen 


) -- Ir " “ N : Fı (Po h / Pu 2} Pe 6 ’o 'Pux)» FÜ / (Pu Bin „)| . sın ‘) f ö 5 (N). 


Diese Beziehung vereinfacht sich erheblieh für den Grenzfall » > x bei festem p,. d.h. also 
für den Fall. dab wır Punkte der freien Oberfläche betrachten. deren Entfernune von der 


4 Achse groß ıst gegen die Eintauchtiefe der Quelle. Weren 


Us(+x 0, und  Sile+N) " 
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wire nämlieh nach (25) 


Fil+tix) tia 
andererseits nach (281 
dl andererseits nach (2Sb) 
lım kı(p, ! win 4“) lım Kil+ Put) FEi(+ix). 
<>“ >% 


Vollziehen wir nun den Grenzübereane in (2%), so wird nach einigen leicht ersichtlichen 
Imformungen 


nn, 8 | -27e Posin pur Sinn f (eültiıe für I ....(@80). 
‘/ 
Diese Schreibweise als Gleichung ist nicht streng: sie sei jedoch beibehalten, zumal sich ımı 
nächsten Absehnitt zeieen wird, daß sie auch noch für endliehe -Werte eine gute Näherungs- 
formel bildet. 
Was nun die anderen drei Potentiale anbelangt, so erkennt man aus (11b), daß die 
Summe P,—+ ®P, nichts zur Formung der freien Oberfläche beiträgt. Es verbleibt also, «den 
\nteil von P, festzustellen. Man erhält ıhn mittels (9) aus (12) und (12a) zu 


(ı) 


7. (#0, 8) A COS pP, cos I ee rn 


Ä l 


/ 


Der eingangs erwähnten Forderung, daß sich im Unendlichen ein einfachharmonischer 
[ortsehreitender Wellenzue ausbilden soll. können wir nunmehr zerecht werden, indem wir 
die noeh willkürliehe Konstante .|, dureh die Beziehune 


I 

A, A. 2 rn: 0:-e-Pu a + 
festleren: dann wird nämlıeh 
(dt, Dd nad A,-®2n- -e Po. Cos (pur oh» (eültıe für |.r 1) 


l / 


die Beziehung für die Form der freien Oberfläche im Unendliehen. Führen wır noch die auf 
die Einheit der Atmungsamplitude bezogenen Größen ein: 


J nm” 
un: eo A en he ee her re ee A 
A, 7 
mel 
/ 
Ts Be 2 Pe ee Eye ee. / 
so wird aus der letzten Gleichung 
(2,0) =—A:.cos(», | x of) (eültie für .r BB: 3: WR 
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\hb. 2. Zur KErinittlung der Amplituden der in großer Entfernung 


vom Quellpunkt sieh ausbildenden fortlaufenden Oberflächenwellen. 


Die auf die Eintauchtiefe bezogene Wellenlänge dieser Oberflächenwellen ergibt sieh 
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Das wichtigste bisherige Ergebnis ıst die Amplitudengleichung (32). Durch Multiplikation 
mit 4/27 weht sie in die noch einfachere Form über: 
hi 


nem... a means 


Abb. 2 zeigt den Verlauf der entstehenden Kurve, wenn ınan die linke Seite dieser Beziehung 
über p, aufträgt. Diese Kurve kann bei beliebig vorgegebenem «» und A stets zur Bestimmung 
der Wellenamplituden dienen. Für p,>x geht die Kurve asyınptotisch gegen Null. Bei 
dem Wert 

( ae 

J oder bei 4 an evonst 


», 1, d.h. auch bei 1 : 


haben «die Wellenamplituden ıhr Maximum, und zwar vom Betrage 


an ] 


eh 


Dieses Maximum verschiebt sich also gemäß diesen Beziehungen mit wachsender Eintauch- 
tiefe zu kleineren Frequenzen (größeren Wellenlängen) hin, und sein Betrag ist proportional 
dem Kehrwert der Eintauehtiefe. Von dieser Anderung der Amplitudenmaxima ist zu unter- 
scheiden die Änderung der Amplituden mit der Eintauehtiefe bei konstanter Frequenz: Hier 
lehrt (32), daß die Amplituden der Oberflächenwellen mit wachsender Eintauchtiefe exponentiell 


- - ö , r (12) : 

abnehmen. Das Maximum dieser Amplituden biegt bei h=0, wo An. 27 wird. D.h. 
Y/ 

also: Rückt der Quellpunkt an die freie Oberfläche, so wird die Wellenamplitude im Un- 

endlichen proportional dem Quadrat der Frequenz. Dies ıst im Einklang mit einem Ergebnis 

von A. Dimpker”), der den Fall der „periodisch belasteten Linie an «der freien Oberfläche" 


gerechnet hat. Auch Dimpker erhält Proportionalität der Wellenamplituden mit dem 
Quadrat der Frequenz. Im übrigen geht Dimpker von einer vorgegebenen Druck verteilung 
aus, und erhält daher im (regensatz zu ums einen vom spezifischen Gewieht der Flüssig- 


keit abhängigen V’roportionalitätsfaktor. 


3. Form der freien Oberfläche im Endlichen. Vie strenge. überall gültige Beziehung für 
die Form der freien Oberfläche erhält man «dureh Addition von (29) zu (3la). Wır führen 
noch die Abkürzung 


e-im&.Ei(p, tip) tetimt. Ki iM M)=2S(,p): >: + N 
ein um machen », wieder mittels (35) dimensionslos. Zudem machen wir zur Vereinfachung 
num aueh «die Zeitkoordinate dmmensionslos. indem wır 


w-t=r. ; ! ‚ . 3 : - j ‚ F i : ; z (38) 


einführen. Diese neue Zeiteinheit 7 ist demgemäß der 2 te Teil der Atinungsperiode. Mit 
diesen Neueinführunzen sehreibt sich die Beziehung für die Form der freien Oberfläche 

) 2 .e-w[S(a,p,)-sint+nr-cosp,x-cost|. . . 2.2... 
Kine weitere Vereinfachung in der Schreibweise erhalten wir ähnlich wie ım vorigen Ab- 
schnitt dureh Multiplikation dieser (leiehunze mit A: dann wird nämlieh 


>; Ip, em |S(@,p,)-Ssinttr-cosp,.rrcost)| . 2. 2 02020.2.040). 


' vo 


Das ist wieder ein Ausdruck. der außer von der Raum- und der Zeitkoordinate nur noch von 
dem dimensionslosen Parameter p, abhängt. 


Wie (10) im Einklang mit der Anschauung lehrt, macht jeder Punkt .r = const der 
freien Obertläche eine einfachharmonisehe Vertikalschwingung. ‚Jedoch sind diese Schwingungen 
nach Amplitude und Phase von Punkt zu Punkt der Oberfläche verschieden. Um die Ver- 
hältnisse besser übersehen zu können, wollen wir folgende vier Zeitpunkte gesondert ins 
Auge fassen: 


v3), X\. Dimpkeı ‚Uber die an der Oberfläche einer Flüssigkeit schwingende Platte*, Ann. d. Phys. Bd. 19 (195s), 
Ss, 239 bis 241. 
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ION A Bo 
r--2u7  ,: Der atmende Kreis hat seinen kleinsten Durchmesser: 
6; m=2#7 : Der atmende Kreis hat sich bis zu seinem mittleren 
")), 
Durchmesser ausgedehnt: 
Inu ) T ER . 
5 r—=2u7+ ,: Der atmende Kreis hat seine Höchstausdehnung; 
1% 2 
3e] BEN u i : : 
r 2n7 +7: Der atmende Kreis ist bis auf seinen mittleren Dureh- 
messer zusammengeschrumpft. 
Betrachten wir nun zunächst nur die Bewegungen des senkrecht über dem (Quellpunkt 
velegenen Punktes der freien Oberfläche. Diesem entspricht offenbar ein individuelles Flüssig- 
keitsteilehen. Wir bezeichnen es im folgenden kurz mit X, 
Nach (40) ergibt sich für die Kennzeichnung der Lage von X, die Beziehung 
-h- J = .) » »o Ei 1 v - u ) 
nal N A LTE |EKi(p,)-sint—+:cose| a" a ee a er 
el- j 
ier Da Filp,) tabelliert ist, lassen sich die Bewegungen von X, ohne weiteres an Hand dieser 
el] Gleichung untersuchen. 
h. In Abb. 3 ist gemäß (41) h- „, über p, aufgetragen, und zwar für zweı der vorher 
eenannten, um eine Viertelperiode auseinanderliegenden Zeitpunkte. Die beiden anderen Zeit- 
u punkte ergeben einfach die an der p,-Achse gespiegelten Kurven. 
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N) \bb. 3 und 3a. Zur Ermittlung der Schwingungsbewegungen des senkreeht über der Quelle gelegenen Oberflächen 
punktes, Die langgestrichelten Kurven sind bis auf den Faktor kA — die Amplituden dieses Punktes, die übrigen Kurven 
lıt seine Auslenkungen zu einem bestimmten Zeitpunkt, der als Parameter beigeschrieben ist. 
Daneben ist noch die Kurve der mit der Eintauchtiefe multiplizierten Amplituden 
)). (Ur may) von X, in Abb. 3 eingetragen. Sie ergibt sich einfach als geometrische Summe der 
Ordinaten der beiden anderen Kurven. Bei gezebener Eintauchtiefe erweist sich gemäß dieser 
” Amplitudenkurve die Amplitude von X, bei kleinen Frequenzen stark frequenzabhängig. Sie 
steigt mit wachsender Frequenz von Null an bis zu einem Maximalwert, der etwa bei dem 
Wert 9, 2.2, d.h. bei der 
», 
i (c) i.8 
Frequenz » ,_> Atmungen/sek . . . 2 2 2 nn 20.0.0. (42) 
u en WW | 
5 liegt. Die Amplitudenkurve fällt dann asymptotisch gegen den Wert „zwei“. Die Amplitude 
EN von X, wird also bei weiter wachsender Frequenz weniger und weniger frequenzabhängig 
ne und ist für genügend eroße Frequenzen dureh die Formel 
NS \ 
ji .) 
max I Jı 153) 
war .. 
senähert zereben. 
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Halten wir nun andererseits die Frequenz konstant, und untersuchen wir, wie sich die 
Amplituden von X, mit der Eintauchtiefe ändern. Dazu dividieren wir (41) durch k und 
ersetzen Ei (P,) dureh seinen Näherungswert aus (23). So finden wir leicht, daß für kleine 
Werte von h die Näherung eilt 


u (0!) 


ee 5 ee een en 


Die Amplituden von A, werden also für abnelimende A-Werte logarithmisch unendlich. Der 
Grenzfall W»=0 bedeutet Ja auch, daß der Quellpunkt gegen den Punkt X, rückt: das erhaltene 
Resultat war also durchaus auch zu erwarten. Für große Werte der Eintauchtiefe können 
wir Ei(p,) gemäß (24) annähern und erhalten dann wieder die Gleichung (43). Zwischen 
diesen beiden Extremen ändert sieh die Amplitude von X, monoton mit der Eintauchtiefe 
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\bb. 4. Phasendreieck zur Ermittlung der Phasen bb. 3; 


voreilune Zr des senkrecht über dem Quellpunkt 
eelerenen Oberflächenpunktes. 
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\bh, » bis 7. Formen des dem Quellpunkt am nächsten liegenden Teiles der freien Oberfläche zu zwei versehiedenen Zeit 
punkten und Vergleieh mit den für eroße Entfernungen von der Quelle gewonnenen Werten. 


Auch «die Phasenverschiebung der Schwingungen von X, gegenüber denen am Quellpunkt 
können wir nun ermitteln: Wir bezeichnen mit Ir den Phasenwinkel der Voreilung der 
Schwingungen von X, gegenüber denen des atmenden Kreises. Am einfachsten gewinnt man Ir 
aus den Ordinaten der Kurven der Abb.3. Die Abb. 4 zeigt das einfache Verfahren an Hand des 
Kalles p, = 2. Um auch für kleine p,-Werte die Phasenverhältnisse noch übersehen zu können, 
Ist der in Abb. 3 Iinks eingestrichelte rechteckige Bereich in Abb. 3a nochmals in veränderten 
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\laßstab wiedergegeben. Der im positiven Ordinatenbereich gelegene Teil der ın Abb. > 
ııseezorenen Kurve ist dabei nach oben umgeklappt. Verfolgt man mittels des aus Abb. 4 
»rsiehtliehen Verfahrens die Veränderliehkeit von Ir mit p,. so stellt man fest, daß mur 
für p, >» Ir>0,d.h. keine Phasenverschiebung vorhanden ist. Für jedes endliche p, dagegen 
ist \, — unerwarteterweise - in der Phase stets voraus, indem der Phasenwinkel der Voreilung 
‚nit abnehmendem p, monoton wächst, bis er für p, VO den Wert einer halben Periode erreicht. 


Wir wenden uns nun noch den übrigen Punkten der freien Oberfläche ın der Nähe der 
(Juelle zu. Dazu haben wir auf die allgemeine Oberflächengleichung (39) zurückzugehen. Die 
hier auftretende Funktion Sr, p,) muß mit Hilfe der Reihen (28a) bzw. (25h) ausgewertet 
werden. Wir haben das für drei verschiedene Parameter p, (0,1:1:3) und genügend dicht an- 
einandergelegene .-Werte aus dem Bereich des der Quelle zunächst gelegenen Teiles der 
freien Oberfläche durchgeführt. Als Zeitpunkte 7 nahmen wır wieder die beiden sehon in 
Abb. 3 zewählten Werte. Die Ergebnisse sind in den Abh. 5, 6, 7 wiedergegeben. Dabei 
ist noeh die im vorigen Abschnitt (vel. die Gleichungen 34 und 32) gefundene Lösung für die 
Form der Oberfläche im Unendliehen mit in die Abbildungen aufgenommen. Man sieht, wie 
liese Lösune auelı noch im Endliehen eine brauchbare Näherungslösung ist, wenn man nur 
um weniee Vielfache der Eintauchtiefe von der durch den Quellpunkt gehenden Vertikalen 
entfernt ist. Im Zeitpunkt der gestrichelten Kurven sind sogar (die Näherungskurven und die 
im Endliehen gültigen Kurven identisch miteinander. Um die Form der freien Obertläche für 
negative .-Werte zu erhalten, hat man diese drei Abbildungen an der Ordinate zu spiegeln. 
Spiegelung an der Abszisse gibt die Form der freien Oberfläche zu einem eine Halbperiode 


le) 


[rüher oder später liegenden Zeitpunkt. 

Wählt man speziell h—=1, so hat man in den drei Abbildungen sozusagen Momentbilder 
der freien Oberfläche vor sieh (bei Abb. 5 müssen allerdings die Ordinaten noch auf 1/20 ihres 
Ausmaßes verkürzt werden): und zwar hat man sogar vier um je eine Viertelperiode zeitlich 
auseinanderliegende Momentbilder, wenn man die an der Abszisse gespiegelten Kurven hinzu- 
nimmt. Die drei Abbildungen unterscheiden sich dann nur hinsichtlich der Atmungsfrequenz 
der Quelle. Der Quellpunkt liegt bei dieser Annahme im Punkt +1 der Ordinate. Zudem 
kann man aus Abb. 3 bzw. 3a die Amplitude der Schwingungen des Punktes X, ablesen (bei 
dem betreffenden p,-Wert). Mit diesen Mitteln kann man sich ın jedem der drei Fälle ein 
anschauliches Bild von der Wellenbewegung in der Nähe der Quelle machen. Man überzeugt 
sich auch leieht, daß in «diesen drei Abbildungen die vorhin besprochene Abnahme der Phasen- 
voreilung des Punktes X, mit zunehmendem p, bestätigt wird. 


Für einen beliebigen anderen Wert der Eintauchtiefe A erhält man (bei konstant ge- 
haltenem p,) aus den drei Abbildungen die dann vorliegenden Formen der freien Oberfläche, 
wenn man die vertikalen und horizontalen Abmessungen ım entsprechenden zueinander 
veziproken Verhältnis ändert. 


6. Zusammenfassung: In einer Flüssigkeit mit unendlich ausgedehnter freier Oberfläche 
und unendlieher Tiefe wird eine unter Wasser horizontal zelerene unendlichlange Gerade als 
Störungslinie angenommen, indem jeder ihrer Punkte in periodischer Folge Quelle und Senke 
von gleicher Ergiebigkeit ist. Das so definierte zweidimensionale Problem wird innerhalb 
der Voraussetzungen, daß es sich um eine Potentialströmung handelt, daß die Störung durch 
stationäre Schwingungen hervorgerufen wird, und daß die Amplituden der entstehenden Ober- 
Nächenwellen klein sind gegenüber «deren Wellenlängen, streng gelöst. Insbesondere wird die 
Form der freien Oberfläche betrachtet. Im Unendliehen nimmt die Lösung eine bemerkens- 
wert einfache Form an. Im Endliehen ist ihr wesentlicher Bestandteil ein komplexes Ex- 
ponentialintegral. Für letzteres werden zur praktischen Auswertung Reihenentwicklungen 
angereben. Die errechneten Formen der freien Oberfläche werden an Hand von Diagrammen 
diskutiert. 


Vorstehende Arbeit wurde auf Veranlassung von Herrn Prof. Schuler im Institut für 
angewandte Mechanik der Universität Göttingen durchgeführt. 
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Dipolare Koordinaten und Kugelfunktionen. 
Von Walter Fougwet in Zeuthen. 

1. Einleitung. Die von Thompson eingeführten dipolaren Koordinaten haben trotz 
ihrer vielseitigen Verwendungsmögliehkeiten bis jetzt wohl deshalb nur eine geringe Benutzung 
erfahren. weil die ın den Lösungen von Differentialgleichungen in diesen Koordinaten auf- 
tretenden Kugelfunktionen z. T. nieht berechnet vorlagen. Im folgenden werden zunächst 
die Koordinaten eingeführt, dann die Jacobischen Transformationen der Differentialausdrücke 
orad, div usw. durchgeführt, die Lösung einiger Probleme angedeutet und zum Schluß die 
berechneten Kugelfunktionen ') angegeben. 


2. Einführung der Koordinaten. Bildet man die Ebene 2° .r I jy dureh die Funktion 


..: w 
2 a ee |: 


auf die Ebene »e u -+jr ab, so hiefert «he Trennung von Real- und Imaginär-Teil 


A zın u 


boln cos r 


(tsın 


/ = (3) 
J bot vos r 
oder mıt der Abkürzung 
201m ae Tr 
Yalzınn R 
„ ıv (.)), 
asın r 
2 + y (4). 
Kliıımimmert man ”= aus den beiden letzten Gleichungen. so ergibt sıchh 
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und entsprechend nach Elimination von # 
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Wie man aus den letzten Gleichungen erkennt, stellen die Kurven «= const und 


"  const Kreise dar, und zwar gehen alle Kreise » = const durch 2 Festpunkte A, und A, 


auf der „-Achse im Abstand a vom Nullpunkt, während die Kreise «= const die zu den 


Kreisen "== const senkrechten Trajektorien sind. Im Abb. I ist das so entstandene dipolare 


Koordinatensvstem dargestellt. 
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I, Bei allen Berechnungen ist IJleine: „Handbuch der Kugellunktionen‘ benutzt. 
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Durch Drehung dieses Systems um die «-Achse entstehen „kugelige*, durch Drehung 
ın die -Achse „ringförmige* dipolare Koordinaten. Die zugehörigen Koordinaten-Trans- 
ormationen heißen mit g als Drehwinkel: 


1) kureliee Koordinaten 


2a Zum 9 
en 77 (.P), 
Jasınn 
„ y rer u |. } 
>asinr sing 
zZ ag ıy (il), 
bh) rineförmiee Koordinaten 
>a Zinusing 
„ ms ıy r “ . . . . . (12). 
>asın . 
„ T ıy “ . . . * . . N} . D . . (13). 
2asın® Ccosg 
2— ME ne ER a 


ıy 


3, Transformation der Differentialausdrücke. Ist die Länge des Borenelementes ds in 
heliebieen Koordinaten bekannt. so geben die Jacobischen Transformationsformeln die 
Gleichungen der Differentialausdrücke grad, div, rot und I bzw. V? ın einfachster Weise an. 


Für die Länge des Bogenelementes ds in Dipolarkoordinaten ergeben sich aus den 
Gl. 15). (6) und (9) bis (14) folgende Werte: 


a) ebene Koordinaten 


4 la° 2. 2 h 
ds’ p: Bu . rer ey .. (15), 
h) kueeliee Koordinaten 
„ 4a r i a. 2 
ds?= m: (due+-dve’+sın’rdg”). . . Setntenhurie, sr, EEE 
e) rineförmize Koordinaten 
„ te 3 a z . 
ds’ m: (d+d"? + Smudo?) . .:. 2... 5 FE 


Uın aus den Gleichuneen für ds den Wert anderer Differentialausdrücke ableiten zu 
können, setzt man alleemein 


d?= U’dwW+- Vdv” + Pd? ...... . (18). 
Die Werte der Funktionen 7, V, P werden aus den Gl. (15) bis (17) entnommen. Die an 
sich bekannten Jaecobischen Transformationen sollen ım folgenden nur für den wıehtiesten 
\usdruck I durchgeführt werden. Allgemein gilt für diesen 
( Fr ( A Wh ( o /UV dd 


u U Fr re: = + 


Die Anwendunz des Ausdruckes auf dipolare Koordinaten liefert unter Benutzune der Gl. (15) 
bis (15) folgende Gleichungen, in denen -E, F und G gesuchte Lösungen der vorgelegten 
Differentialeleichuneen bedeuten: 


a) ebene Koordinaten 


(20), 
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bj kureliee Koordinaten 


.ıp u Ja sın 1 
Hılfserößen 7 v (21) 
/ E-] 7 (22) 
STE IR FF OF | Di F' [ | v 
- a *® f > . | eu ir ) | 129) 
pP: & RT, Or sın "\dq | 
e) rıineförmiee Koordinaten 
er | >aSınn 
Hılfserößen & n (24) 
lı / ] 2 (2 
la IE ( lı GG | es ı r 
z 4 Y z - TR 120 
ıy OT A Or zın’ m \d 7 | | 


4. Anwendungen. 


a) Bereehnune des statischen Feldes zweier Kugeln. Es handelt sıch um 


N 
’ R 
die Integration der Gl. (23) mit I E00. Aus Svmmetriegründen ist | 0. Es bleibt die 
a. 
/ 
vereinfachte (leiehute 
Q” F Q’ F' | F rn 
\ a a er Ze .  . i F (u) 
ATi 0 u“ sin’ v 4 
Die Lösune wird zunächst ın der Fornı 
F sine MHlu,r) Br . . 128) 


ıneesetzt. Für die unbekannte Funktion //(u. r) ereibt sich die Gleichung 


"HH , 99H O4 | 
I ra rege 7 H=U, . - | (29). 
Schreibt man weıter 
Hiun,e)=flu):gir). (30), 
so erhält man sofort mit der Konstanten 
De ALLE RLUEFF 5 | er 18, 
während für gtr) folgende Gleichung gilt: 
dog dg | | | 2 
WR reigv 7, 4 wii=h . . » (92) 


Dureh die Substitution = =ecosr eeht Gl. (32) über ın 


dl? 7 d q | | R 
Pr > x Im-+ 5 Im -)=0, . | | + 2 NH: 


(1 ge® 


Die Ditferentialeleiehune (33) wird erfüllt dureh die Kurelfunktionen erster und zweiter Art 
| 


-) 


von der Ordnune m so daß die Lösung der Gl]. (32) dureh 


u, dt. # 


„ 


' (cost) + D,. 0 


- IM 


.) 
(cos r) er . (5 


m 


lareestellt werden kann. 


b) Statisches Feld eines Kreisringkörpers. Das Potential ergibt sich sofort 
(\ 
aus Gl. (26) mit IE=O und Vz 
( ! 


f 


Pd fı Q” ı | ı 2 
A I > ., r ) . . ; . . r ’ R . . R (3). 
BETA VE ie zutun A 
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\naloe wie in Gl. (285) wird der Ansatz gemacht 
BEER ; 2 tete ie + 


mit eeht Gl. (35) über ın 


OA "KR Y AH | f A 
— DIA U \ (37) 
RT Nr j OH | 
Setzt man nun weiıter 
Niue\=hlu):- kin) GE a ee «ri 


» erhält man für die Funktion k(r) sofort 


knle)= A, e!mv > B.e-’ m! Fe FE Va a ER BE ee 2 BE SE 


rt [IE 


und für die Funktion FA (we) gilt die Differentialeleichung 


dh Adhı | | R N © 
! \ . t "3 
Fat btau pr m) arte at ce 
Setzt man hierin 

5 5 | .. &), 

so eeht die Gleichung über ın 
Ä , Ah . dh | | | AN .) 
| y”) ge N] 1 "+5 kam > a WO 


Diese Gleichung ist identisch mit der Gl. (35). Daher kann man die Lösung der Gl. (40) ın 
der Form schreiben: 


Inn Pn-ı Evje)+ Du Ym-ı(Evju) . . a (43). 


3. Berechnung der Kugelfunktionen halbgebrochener Ordnung und ihrer Ableitungen. Für 
die Kugzelfunktionen erster und zweiter Art mit Areumenten kleiner als I liegt eine erößere 
Anzahl von berechneten Tafeln vor. Da auch die Änderune eines Funktionswertes in Ab- 
hängigkeit von der Ordnungszahl bekannt ist, erscheint es nieht notwendig, für die Funktionen 
halbzebrochener Ordnung mit Argumenten kleiner als I neue Tafeln zu berechnen. 

Für die z. B. ın der Gl. (43) auftretenden Kugelfunktionen mit Argumenten größer als 
| sınd bisher noch keine Tafeln bekannt geworden. Es sollen daher im foleenden einige 
neue Tafeln für diese Funktionen angegeben werden. Die Berechnung erfolgt teils unter 
Benutzung des Zusammenhanges der Kugelfunktionen mit den elliptischen Integralen, teils 
dureh Reihenentwieklungen, teils unter Benutzung von Rekursionsformeln. 


a) Berechnung der halbgebrochenen Kurelfunktionen erster Art. 


Für die Kugelfunktion erster Art gilt die Integraldarstellune von lkaplace 


I: 
Piz) \(r r y x’ l-cosg)" da De Ban a #4). 
’E 
M 
Setzt man hierin n 1/2 und 
En | 20° | l 
h = 1" n ! ‚ (45), 
tr} N | ; 2 


(46). 


Das in dieser Gleichung auftretende Integral ist ein elliptisches Integral erster Gattung. 
Wird dies in üblicher Weise dureh K ik) bezeichnet. so ereibt sich 


P_ıle\)=—- Nik). et vr (47) 


m 
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Führt man den komplementären Modul A’ durch 2°?=1-—k? ein, so gilt 


l 
r ] er | (48). 
Damit erhält man dann 
-) 
P ide) -Vk'-Kik). . . N 
z ‚T 
In vollständiger Analogie erhält man aus Gl. (44) auch PL de). Setzt man nm =+ ,, 
so ereibt sıch 
-) r 
Pır 12) | er3 > I \ | | B sın“ q da a a Pe 0) 
2 JI 


Das rechts stehende Inteeral ıst ein elliptisches Integral zweiter Gattung. Unter Benutzung 
derselben Abkürzuneen wie oben erhält man 


j | 
Pııtz) +Eik). Sa ‘+ 
Führt man statt des Areumentes .r den vl u ein, so berechnet sich der Modul Ak aus 
[7 
k=e ?y2S&inu .  . (82) 
Kıne noch einfachere Formel erzıbt sich sofort für den Modulwinkel «. Es ıst nämlich 
71 m 6 
COS ve , : . i (ode), 
Damit erhält man zusammenfassened die Gleichungen 
| 2 e 
p „lEol a a 2: Kin „ . ., oe BEE 
Pat jE 
| co) [7 
P+- (kol u) .e :- Ela) u | (HD). 
id RI; 
COS (A P Mn F [ j , ; (99) 


Nach «diesen Gleiehuneen wurden die Funktionswerte für die Areumente "= Od bis u =0) 
berechnet Für erößere Argumente wird diese Recehnune zu uneenau: es wurden daher für 
„10 bis #=3,0 Reihenentwieklungen benutzt. Für «die Berechnung besonders bequem Ist 
die hypergeometrische Reihe 

P.(&@a)=1—>—-)*Fi—n, 7 Fheaee ı)- (6). 

7 

Diese Reihe hat den Vorteil schneller Konvereenz. Da sie für alle Ordnuneszahlen zu 
eebrauehen ist und mit wachsender Ordnuneszahl immer schneller konvergiert. wurden aus 
Ihr «ie Werte für die Funktionen PLı und P,s für «10 bis 3,0 ermittelt. Setzt man ın 


der Reihe (56) # = &ofr und n ‚. so ergibt sıch 
’ sc | | es _ 
or (Bol Lo] 5 -F\ 4 ).® I; 2g 5) .. . 90) 
u , „ D 
oder mit der Abkürzung z == Tg’, ausgeschrieben 
N Er MM I z 2 r 
x ı (bot u) bo} Fr (OS 
5 = | 6 26 
Vollkommen analor erhält man die Reihe für n = »?2: 
oh 0 )> 2° 2" e 
P’s(bo} 801° ae > — PLEITE Euren, I ...159.. 
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Aus den so bestimmten Reihen wurden die noch fehlenden Werte für die Kuzelfunktionen 
und PL3 mit den Argumenten O0 bis O9 und für PLı1 für die Argumente 1,0 bis 3,0 


Fk 4 > 
IS), ınter Benutzung der bekannten Rekursionsformel 
p un | p n | p 
Ei E in (.r) ins 0 he x (60 
’ n a n on 
19) auseereehnet. 
| h) Berechnung der halbzebrochenen Kugelfunktion zweiter Art. 
-) ’ 
z Für die Kugelfunktionen zweiter Art gilt die Inteeraldarstellune von Mehler 
Sof | | cosmgd« 
) ) ı (Bo} u) 5 Pe er 61) 
Er Yo | y ] bo] COS (61), 
0 
ing Setzt man hierin m =0 und 9-7 2y, so erhält man nach einigen Umformungeen 





L) n 6 e 2 d y' 
‚ ı (bo} u) —— 4) 
-. I+-bol u \ 24 ä av. 
| | — Bin’ 
LS . | + Bol 
u 
or Weiter werde zur Abkürzung 
.) | 
k?  — GG 
I + bot} u ah ID) 
201” — 
)) a 
vesetzt. Damit ergibt sıch dann sofort 
| Q_ı(lkoju)=k-Klk) . . KW se nt ‚64. 
Bu u 
In ähnlicher Weise erhält man auch einen Ausdruck für die Funktion 0, «(of r). 
D). Setzt man nämlich ın Gl. (61) m I. so ereibt sieh 
\ 7 
.)) pe | COS ( da 
J,2(Bol eo) =‘ Be A (a) 
a vs. | bo} H cos 4 
+, 1 
ür | Du 
ist \Mıt denselben Umformungen wie oben erhält man 
i Bi \ sın? ı' dıy Ad 
b). 3 ı (Bol m) Ik \ ne Fk\ ne (66). 
2 \v1l-Kk? sin’y \yvil- K?sin’y 
u ı 
zu wi h 
N Das zweite Interral ist ein elliptisches Integral erster Gattung K ik). MPür die Lösung des 
In ersten Integrals bildet man die Differenz KA E. Daraus läßt sieh leieht foleern 
\ sın? yd y' | K E u 
Zu ‚IN rer (bu) 
yl-k’sin?’y I 
FR [E 
Damit erhält man also für die Kugelfunktion 9. 1(@of #) die Gleichung 
») 
3,1 (kolu)=hK 1: (68). 
Aus den Gl. (64) und (68) sind die Werte der Kueelfunktionen ) ı und 9,1 mit dem Ar- 
sument Bof « für die Werte «0 bis 0 =30 berechnet. Die Werte der Funktion 3 (Bol a) 
sind für die Argumente « 0 bis uw 1.9 aus den auch für die Funktionen zweiter Art 
) zeltenden Rekursionsformeln (60) bestimmt. Bei noch größeren Argumenten wird diese Be- 
9. rechnung zu ungenau, Daher sind die Werte der Funktion 33 (Eo] u) für a =2,0 bis u 3,0 
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aus einer Reihenentwieklune berechnet. Für die Kugelfunktionen zweıter Art mit halb- 
zebrochener Ordnung gilt die hypergeometrische Reihe 





W . | ” ' ” .) a (* Im | } Pas 77 I F| | . | | ( 
‘) (Bol u T- - A “iD ‚Mm ‚m-+l;:z]. . 9) 
Era 2:.4:6.-.-2m pe 2 
Int 
2 e-u/ e—M 
Setzt man ın dieser Gleichung m ’ so ereıbt 
a In > ee 
3 (Bo] A V/ Br (0) 
oder auseeschrieben 
Sof an ; 332 105 :' | 
JS (BD 20 9» z _ = (1) 
4 Aue | 12 os "a2 
Die nach den aneerebenen Verfahren berechneten Funktionswerte sınd ın der Tafel I zu- 
sammeneestellt. 
Tafel 
Vierstellize Tafeln der Kugelfunktionen 'Bojr) und Qu !(Evj.r) für m —=V),1,2 und O<.r 3.) 








P 1(&viır P.'’(Coj.r Ps (Coj r ı (Coj.r Q,!(C0j.r) 3 (Boj x) 
() 1.0000 1.0000 1.0000 x x N 
"1 0004 1.0010 1.0004 1.3815 3912 1.7438 
u,8 .U0TD 1.075 1.0378 3.6802 1.7121 1.1018 
0). IRIHBE 1.0169 1.0858 3,2671 1.3291 1,7643 
0,4 Ra 1.0303 1.1550 2.96 1.0091 0.5913 
0.n 0,9846 1,0469 1.2459 2 7351 0.8770 V.4OGS 
EXT VUTSU 1.0676 1.3615 > 5404 0.7283 0.3044 
07 0,9702 1.0021 1.5043 2.3133 0,6102 0.2301 
LS 0,0616 1.1205 1.6775 2263 0,5143 0,1794 
N 0.0516 1.1926 1.5852 2.0047 0,4354 0,1958 
I.0 0408 1,1887 > 1320 1.9754 1.3700 0.1025 
1.1 0.0202 1.2287 2.4236 1.8662? 0,3152 Vu 
1.2 0,0167 1.2726 > TEHN 1.7654 0.2600 VOGT 
1.3 0,0055 1.3205 3.1683 1.6719 0,2300 0.0472 
I. ULSSON 1.3727 3.6401 1.2846 0,1969 1,0369 
1.5 0,8792 1.4290 1.1902 1.5030 VIESS OP) 
1.6 ISGO> 1.1895 1.8320 1.1263 0,1448 0,0220 
1.7 (1,8445 1.9544 2.2802 1.3542 0.1243 0172 
1. (,S?SN 1.5?5> 6.4516 1.286] 0,1067 0.0139 
1,0 (,8125 1.6078 7.4659 1.2219 0916 0102 
>.u 1,7962 1.7765 6462 1.1611 VOTSS 1.0080 
1 0.7790 1.602 10.0192 1.1055 0673 0.0062 
A NT H2U 1.0480 11.6159 1.0490 VUNDN? VLUOOAEN 
I 3 0.7460 > 0,429 13.472? 0.9973 01.0501 VOOBS 
2.4 1.4280 2.1423 15.6305 0.0482 0.0431 0,0029 
0 0,7119 2.2475 15.1591 0.016 NUSTO 0.0023 
>.6 HU >3585 1,0547 0,8574 0,0319 V,OOFS 
A| 16719 2.4797 24.4454 0,154 0,0274 0,0014 
2,0 HUT 2.0993 23.3815 V.T194 0,0256 0011 
>20 0.6453 > 72097 32.9579 1377 1.0206 L.UOOS 
3,0 626 > SH TU 38.2761 7014 VO1TD V,OO0T 
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Ih. Tafel 1. 


"ierstellire Tafeln der Ableitungen 7, '(&oj x) und Q,, '(&o] r) der Kugelfunktionen Pt und @,, 











für m u 1.2. 
)) 
r P' 1ı(Cvj r PY 1 (Coj r) P's (of r) 97: (Boj.r Q'1ı(kojr 93 (Bojr 
() 0) () 0 X e N 
0.1 0.0124 0.0375 D.ISTS 10.0438 4,8747 160 
60) (> 0.0249 0.0750 0.3805 5.0710 1.8024 1.3818 
03 0.0371 0.1126 0.5820 3.4249 3.0821 26144 
0.4 VOASS 0,1506 0.7975 2.6062 2,2064 1.1219 
N) 0.5 0.0607 (0.1880 1.0303 2.1178 1.6759 1.2059 
1.6 0,0720 0,2260 1,2874 1.7932 1,31 0,8658 
| 0.7 - (0828 0.2641 1.5741 1.5613 1.0595 0,6396 
ii .8 0.0832 0.3023 1.8965 1.3868 0,8662 0.1725 
0,0 0.1028 0.5411 ’ 2639 1.2500 (716% 0,3561 
7 1.0 0.1119 0.3801 6818 1.1395 0.5975 0,2608 
_ 1.1 0.1205 0,4350 3,1616 1.0477 0,018 0,2097 
1.2 - 0,1285 0.4596 3.1137 — (1,0697 0,4234 0.157 
13 0.1367 0.4996 1.3488 0,9024 0,384 0,1210 
—— 1.4 0.1421 0,5416 5.0860 0,8432 0.3049 0,0935 
1.5 0,1479 .D838 3.9374 0.7906 0,2097 0,0720 
1.6 0,1532 1.6270 6.0235 0,7499 0.2217 056 
1.7 0.1577 0,6713 S.0917 0.7004 0.1845 0,0484 
1.8 0.1617 0,7167 9,3933 0.6611 0,1622 0,0555 
1.9 0.1651 ,7600 10.9322 0.6249 0,1590 0.0260 
> 0.1680 0,8117 12.7185 0.5013 0.1192 0,0201 
31 0.1701 0.8616 14,7926 0,5602 0.1025 0.0155 
2,2 0.1718 0.9132 17.2011 0,5310 0.0879 0.0121 
2,3 0.1737 1,9667 19.0980 0.5037 0.0755 0.0004 
2.4 0,1741 1.0224 23.2470 0.4780 1.0648 0,0074 
2.5 0,1748 1.0802 27.0206 0,4539 WLUDDN 0.0057 
2.6 0.1752 1.1404 31.4040 0.4311 0.0479 0,0045 
>27 0.1747 1.2033 36.4964 0,4095 0.0412 0.0039 
2,8 0.1741 1.2690 12.4124 0.3892 0.0354 0.0027 
24 0.1739 1.3375 19.2851 0.3700 0,0504 0.007] 
0 - 0.1713 1.1094 5.6378 0,3916 0,0262 0.0016 


6. Berechnung der Ableitungen der Kugelfunktionen. Außer den Werten der Kugel- 
funktionen selbst werden sehr oft noch die Werte der Ableitungen gebraucht. Die Be- 
stimmung dieser Ableitungen kann unter Benutzung des linearen Zusammenhanges der Ab- 
leitunzen mit den Werten der Funktion selbst und einer benachbarten Funktion erfolgen. 
“ür die Bereehnung wurden folgende beiden Rekursionsformeln benutzt: 


#"—-DP, zn P,—-Pu-, - et Ya’ (12). 


e—- BR zu + DI a . 3 8 2 rer 





Statt P kann auch @ in den Gleichungen eingesetzt werden. Die hiernach berechneten 
Werte der Ableitungen der bereehneten Funktionen sind in der Tafel II zusammengestellt. 659 
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KLEINE MITTEILUNGEN 


Die isoptischen Kurven der Zykloiden. 


Dreht sich eine Gerade f mit fester Winkel 
veschwindiekeit © um einen Punkt S$S’, der seiner 
seits mit fester Winkelzeschwindiekeit © auf einem 
Kreise %k wandert. so umhüllt sie bekanntlich ! 
eine Zvkloide. Wir betrachten nun neben die 
ser noeh eine zweite Gerade f”, die sich mit derse] 
ben Geschwindiekeit wo um einen Punkt 5 dreht. 
der mit der Gesehwindiekeit 9 einen zu k’ konzen 
trischen Kreis #7” durehläuft: ihre Hüllkurve ist eine 





Il erstiell ähnliche. konzentrische /,ykloide. 
K, 
r 
\ 
7! 
\ . 
\2 
\ 
r ı" 
p 
2 N) 
Der Winkel tt” a bleibt während der Be- 


konstant. und der Sehnitt- 
beschreibt eine Kurve. aus deren 
/ykloidenpaar unter dem Winkel « 
isoptische Kurve des 
A;ykloidenpaares. Denken wir uns für den 
\ueenbliek S’ und S” fest. so beschreibt P nach 
lem Satz vom Peripheriewinkel einen K reis c, 
und zwar mit konstanter Geschwindigkeit: da sich 
ıber in Wahrheit e mit S’ und S” gleiehförmig um 
0 «lreht. ist der Ort von P eine Trochoide: 


weeung offenbar 
punkt I’ Er 
’unkten «das 


erseheint. also eine 


Satz|l. Gleiten die Schenkel eines festen Win 
konzentrischen ähnlichen Zykloiden, 
so beschreibt sein Scheitel i. a. eine Trochoide. 
Jede mit dem Winkel fest verbundene (Gerade 
lurech den Scheitel umhüllt hierbei eine zu den 
rervebenen ähnliche, konzentrische Zykloide. 


. . 
KISS AN ZWel 


Die Riehtiekeit des zweiten Teiles von Satz |] 
ereibt sich wieder unmittelbar aus dem Satz vom 
’eripheriewinkel: Der zweite Schnittpunkt einer Ge- 
raden des Büschels (ft) mit dem Kreis e bleibt auf 
diesem fest, er wandert mit der Geschwindiekeit © 
um ©. und die Gerade dreht sich um ihn mit der 
Geschwindigkeit &, vollführt also dieselbe Bewegung 
wie f und © 


Während dieser Satz über das „Reiten“ eines 
Winkels auf einer Zykloide oder einem Zykloiden 
paar seit langem bekannt ist"), sei hier eine Be 
merkunge über die Polkurven dieser Bewegung 
eestattet, die neu zu sein scheint. 


Zunächst können nach Satz I die Strahlen F/, 
lureh We] beliebiee andere des büschels P ersetzt 
werden (natürlich samt den zugehörigen Zykloiden). 
ohne daß die Bewegrung verändert wird. Wir wäh 
len jene Strahlen fı und f», die die Endpunkte Sı, Sa 
les dureh © gehenden Durehmessers von ce mit P 
verbinden. fı und fa stehen aufeinander senkrecht. 


und ihre Hüllzykloiden 2,.2> sind so gelegen, dab 


I, C'hasles: „Apereu historique*, (Brüssel 18937). 


immer ein Scheitel der einen und ein Rückkehrpunkt 
ler anderen auf einem Strahl dureh O lieren. 

Das Momentanzentrum Z erhält man nun. 
wenn man in den Berührungspunkten T,ı, Ts» deı 
Schenkel f, f» mit den zugehörigen Zykloiden 21.2; 
die Normalen errichtet und zum Sehnitt brinet. 
Diese Normalen umhüllen im Laufe der Bewegung 
lie K.voluten von 3 und I», (las sind bekanntliehı 


u Z, und 2» Ähnliche Zykloiden, die überdies die 
selbe grerenseitire Lage haben wie zZ, und 2». 


Pa die Normalen wie tı und fs senkrecht aufeinander 
stehen, ergibt sich mit Benützune von Satz I für 
len Ort der Punkte Z also für die Rastpol- 
bahn eine zur Bahntrochoide von P ähnliche 
Trochoide. 
Denkt man sieh 2; durch Rollung eines Kreises 
auf einem festen (fı) erzeugt, so kann die genannte 
Normale leieht gezeichnet werden, da sie dureh 
den Berührungspunkt N, des Rollkreises mit fı 
vehen muß: N, liert mit Sı auf einem Strahl durch 
0. Entsprechend erhält man einen Punkt N» der 
anderen Normalen auf dem Fixkreis f»2 von 2». 
Nunmehr läßt sich auch leieht eine Aussage über 
de Gangpolbahn d. i. der Ort von Z im be 
weeten System (I tl») machen. Man liest aus der 
Figur unmittelbar die Koordinaten t,.t» von Z im 
\chsenkreuz tı,t» ab: 
un=S&N, 


sin Q, l. 4 N, -COsg 


und erkennt die Gangpolbahn als Ellipse?). 


Satz Il. Das Gleiten eines festen Winkels an 
wei konzentrischen ähnlichen Zykloiden läßt sich 
j. a. durch das Abrollen einer Ellipse auf einer 
Trochoide ersetzen: letztere ist Ähnlich zur Bahn 
des Winkelscheitels. 


Kinen Sonderfall erhält man, wenn A, und ka zu 
sammenfallen, so daß e auf einen Punkt zusammen 
schrumpft. Es handelt sich dann um eine gewöhn 
liche Kreisrollunge: Der Mittelpunkt P des Roll 
kreises beschreibt einen Kreis, die Durchmesser des 
tollkreises umhüllen (kongruente) Zykloiden. 

Kin anderer Sonderfall ergibt sich durch das Zu 
ımmenfallen von Ak; mit f» oder k> mit fi. Dann 
wird eine Achse der Ellipse gleich Null, und es han 
delt sich um die Bewegung beim Abwickeln einer 
/.ykloide. 

Bei der umgekehrten Bewegung 
ten eines Zykloidenpaares an den Schenkeln des 
lesten Winkels beschreibt der gemeinsame Mittel 
punkt © der Zykloiden eine Ellipse; man ent 
nimmt nämlich aus der Figur unmittelbar die Koor 
dinaten von O im Achsenkreuz fa, le: 


also beim Glei 


t, OS, . sin m, T; OS, . 


COSg 


Ohne Beweis sei noch bemerkt, daß sich das 
(leiten eines festen Winkels an zwei konzentrischen, 
ähnlichen (auch  komplexähnlichen Pseudo 
ykloiden?®) i. a. durch das Abrollen eineı 
Iyperbel auf einer Pseudotrochoide er 
setzen läßt. Für die Bahnkurve des gemeinsamen 
Mittelpunktes der Pseudozykloiden bei der- umge 
kehrten Bewegung ergibt sich eine Hyperbel. 


Walter Wunderlich (Wien). 625 


2), Da entsprechende Stücke von Rast- und Gangpolbahn 
eleich lang sind, läßt sieh mithin zu jedem Trochoiden 
hogeen unschwer ein Ellinpsenbogen gleicher Länge angeben. 

2) Wöolffine: „Über 


ne Zeitschrift 
f. M. u. Ph., Bd. 44 (1899). 


Psenudotrochoiden‘, 
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Bemerkung zur Theorie der Biegung 
kreisförmiger Platten. \or kurzem ist vom 
‚fasser zezejet worden !). wie die Biegungstlächen 
ner am Rande beliebig zestützten kreisförmigen 
ıstischen Platte mit exzentrischer Einzellast in 
oschlossener Form «dargestellt werden können. Im 
\nschluß daran hat Herr Harrv Sehmidt?) 
ter Benutzune eiener früherer Ergebnisse?) über 
eeingespannte kreisförmige Platte in anderer 
orm eine Lösune für «den allzemeineren Fall der 
er einer exzentrischen Kreisfläche gleichmäßig 
rteilten Belastung bei beliebiger Stützung zereben. 
Nun hat vor einizer Zeit. S. Gerschgorin’ 
t. wie man allgemein aus einer Lösung für 
eine Platte mit Einzellast die Lösung für den Fall 
tin.let. daß die Belastung kreissymmetrisch über 
eine Kreistläche mit exzentrisch gelegenem Mittel 
punkt verteilt ist. (D. h. es gıbt natürlich unmittel 
har eine Lösune dureh Summation der Einzel- 
wirkungen. Die vGerscheorinsche \rbeit zeigt 
larüber hinaus. daß die bei dieser Summation auf- 
tretenden Interrale bei der genannten Belastungs- 
nmetrie stets elementar ausführbar sind. 


reZzelg 


\ls Beispiel hat Gersehgorin unter anderem 
aus «ler Lösunze von Michell?°) für die eingespannte 
Kreisplatte mit Einzellast die Sehmidtschen Er- 
vebnisse?) erneut hereeleitet. 

lelı möchte im foleenden die Gersehgorinsche 
\lethode. die weniz bekannt geworden ist, dazu 
benutzen. meine Lösung für die am Rande gestützte 
Kreisplatte mit Kinzellast auf den Fall der von 
“erscheorin erfaßten allgemeineren Belastung 
zu erweitern. 

tersehzorin hat folgendes bewiesen: Wenn 
(lie elastische Fläche einer Platte unter der Wirkung 
einer im Punkte mit den Koordinaten Z,n an 
ereifenden Einzelkraft P l durch v=v(E,n; zT, y) 
und die Belastung dureh eine Funktion » po) 
vereben ist. wo o den Abstand vom Mittelpunkte 
=. 2, eines Kreises 2 bedeutet. so wird die gesuchte 
Fläche W «dureh folgende Funktionen dargestellt: 


In Aubßberen von % ist 


1 W, Bv(&.N: 2%, Y | 
| (1 
Adels; W)k=:, 
I vo 
Im Inneren von % ist 
] Bf. A 
1 1 W,; - —Inr, +9 (r, (2 
e I6.r .\ 
N N 
5 ( Dy“ 
Darin bedeutet: Ax 
O4 7 
u oO 
B 14 I P\V0)O do 4 > I Y 0 u®’d 0 3 
ip) ı 
[#} 
| 
(-) ln Sı I»w IMMN . '„)1lno | 
eu 
2 ir.” 7 d 0 
9 / (0) m U 0)” | z 
’ . ” » D .) 
\ bierungssteitiekeit J 
, E. Reissner: Math. Ann. ill (1935), S. 777. 


”), Harry Sehmidt: Math. Ann. I (1936), S. 322 


Harry Schmidt. Ing.-Arch. 1 (1930), S. 147. 


'),‚S.Gtersehgorin: Appl. Math. and Meeh. I Lenin 
Yad-Moskau (1933), 8. 158 (Russisch mit deutscher Zusanimen 


Lassung). 


°») 1. H. Miehell: Proe. London Math. Soe. 1902, p. 223. 


Für die Biereunestlächen einer längs des Randes 
irgendwie gestützten Kreisplatte mit einer Einzel 
last P im Punkte mit den komplexen Koordinaten 


7 E in war vonmira.a. 0, abeeleitet worden ®), 
ID P . | A » 
I" ‘) ‘dl In | 7 
Ssı\ ) | dd 
| ) v. (6 
lı | f "du | 
l iE ı® 4 dd ’ 
2 v1 y1—-wlj 
() 





Man könnte aus (6) unmittelbar die Funktionen 
W, und W, ableiten. Es ist etwas übersichtlicher, 
wenn wir folgendermaßen vorgehen: Die Bierunes- 
läche der eingespannten Platte mit Einzel 
last ist zereben dureh 


Fr, 
N 


Also Ist 

Pr, 
7 I, - ] |” 1 / 

Sı\ 

ıi4+4 Va N 
- du v | 
Re 72 (a 

H 1 Vf 





Wir führen zwecks Abkürzun®e für das zweite Glied 
der rechten Seite von (NS) eine Funktion f (a. >) ein. 
so «daß 


I Th By Fie,n: BU) ; a ı), 


ist. Daraus erhalten wir als Lösun® für den al 
vemeineren Belastunesfall 


Ir II, Br 10), 
Nun ist WM, die bereits bekannte von Schmidt 
und allgemeiner von Gerseheorin hergeleitete 
stiickweise analytische Funktion für die elastische 
Mläche der eingespannten Platte. F wird nach 
vVerscheorın 


F B} PR !/o:» LH A l „’ AczE ur > I 


’ 
ıı 


da der nieht überall analytische Summand aus (1) 


und (2) bereits in IV, steckt. 


\us (11) ereibt sieh unter Benutzun®e der Relation 


inta?fka)ı INRetar’(a)-+fia)}. . (12) 

AR, | 

/ Biu vn, ni r?) Re 
Se 1— 02 

1 {4 v Vay: (13). 

v 7 ur cd "| 

| 1 (l, 2 
| 5 ia ef 





) Es ist dies, um daran zu erinnern, eine Lösung der 


(Gl. Zw ", die den drei Bedineungen 
F ’ Pr Mr : 
m —(al21Inl: a +rere. Funktion: 
S’T.N 
ice fh) [Zi 
(ı) p > ıı; - - } l [F 
li It, ö r: ö1 IR Ra 
ventgt. (Es ist r Poissonsche oder eine die HKlastizität 


der Stützung angebende Zahl und R| Ra.) 
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Dies wird weiter unter Berücksichtieunge von (N 


2 13 Ay 


14 


; mr rt N 
2) Me 
Sıı\ ” 1 (2 2/ 


In (10) und (14) hat man nun die gesuchte ze 
schlossene Lösune vermittels elementarer Funk 
tionen, und zwar so, dab, wenn die eingespannte 
Platte für dieselbe Belastune und für Einzellast 
sowie die zestützte Platte für Einzellast bereits 
hereehnet ist. nur ein sehr einfaches Zusatzglied 
in der Lösung erscheint”). Die von H. Schmidt?) 
vergebene l.ösunz unterscheidet sich von der vorste 
henden dadureh. daß erstere inder Formeines reellen 
Doppelintegrals erscheint, von dem H. Schmidt 
nicht eerzeiet hat. ob es sich dureh eine endliche 
\nzahl elementarer Funktionen ausdrücken läßt. 

Jedoch ist der Lösungsgedanke in meiner vorigen 
\rbeit und inderkurzdarauf vonHerrnSchmidt?) 
eingrsandten ähnlieh. Beide gehen aus von einer 
partikularen Lösung der Gleichung I Jw=p[/ N, 
die der Bedingung == 0 genügt. Aus der zweiten 

Rand 
Randbedingzungz wird ein Zusatzbipotential von der 
Form (r? 8), (wobei I u, 0) bestimmt. 
Rand 

/wei Gründe hatten zur Veröffentlichung der 
kleinen Arbeit Anlab gegeben. Erstens die Er 
kenntnis. daß eine Lösung durch elementare 


1 


F,s ist, wenn «9 so gewählt wird, 


Funktionen möglich ist. was auch für die Zahleı 

rechnung von Vorteil ist. Zweitens scheint miı 
aber auch im Falle der eingespannten Platte gegen 
über der Michellschen°) Lösune dureh Inversion. 
der Melanschen“) Lösune dureh Einführuno 
krummlinizer Koordinaten und derSehmidt schen 
l,ösung, die mit komplexen Kurvenintegralen 


arbeitet, eine methodische Vereinfachung erreicht. 


r 


doch die Greensche Funktion der Gleiehune 
Iy 0 für den Kreis gzeläufie. so daß man die 
l,ösung für die eingespannte Platte, für die v, = const 
wird. bei dem gemachten Ansatz in zwei Zeilen 
erhält. 


Übrigens ist die komplexe Form (6) der Lösung 
für die Platte mit Einzellast auch zeeienet, die 
l,ösung der Aufzabe für kreisförmig verteilte Bi 
lastunz auf anderem. direktem Were zu liefern. 
Wenn die Belastung wleichmäßir längs einer 
Kreislinie vom Radius o verteilt ist. so ist die 
Bierunestläche zereben dureh das Linieninteeral 
über die Funktion (6) längs des Kreises in der 
komplexen «a-Ebene mit dem Mittelpunkt «a, und 
dem Radius o. Dieses Integral läßt sieh unter 
Benutzunz von Residuensätzen zeschlosse: 
ausführen. Den Fall der ftlächenhaft verteilte: 
Belastunz erhält man dann daraus «durch Inte 
eration nach o. Auf diese Weise kann man auch 
die von H. Sehmidt?’), anzekündigeten Ergeh 
nisse über die auf einer Kreissektorfläche bi 
lastete Platte erhalten. 

Boston (Mass. U.N. A. urieh keissner. E48 
8), E. Melan: Eisenhau 11 (1920), S. 190: W. Flügg: 


Berechnung von Kreisplatten unter Einzellasten, Springer 
1929. 


BUCHBESPRECHUNGEN 


(ieh. Rat Prof. Dr. PH. LENARD, Heidelberg. 
Deutsche Phvsik in vier Bänden. Bi.]. 
Kinleitun®e und Mechanik. XV 249 S, mit 113 Ab». 
Minehen 1936. Verla®e J. F. Lehmann. Preis zeh. 


1 


\uf dem Titelblatt zum Mechanikband der Deut 
n Physik von Lenard finden wir die Widmung: 
‚\llen. die in wohlberründeter Naturerkenntnis 
hre eeistiee Ruhe suchen. zur Freude geschrieben.“ 
Inter diesem Gesichtspunkte ist das Buch also zu 
beurteilen: wer eewohnt ist. an die Probleme der 
Mechanik von der Seite Ihreı technischen \nwen 
heranzutreten. wird nicht erwarten (dürfen. 
liosem Bande das eeistiee Rüstzeuer für die 
\rbeit des Tares zu finden, Stoffauswahl und 
Darstellung sind stark «dureh die ausgeprägte Ab 
neleuungo des Verfassers veren theoretische Phvsik 


il Mathematik beeinflußt. Was sachlich über das 


ıumeen 


Verhältnis der theoretischen zur experimentellen 
’hvsik zu sagen ist. will ieh hier nicht wiederholen: 
man lese etwa nach. was Helmholtz in seiner (1P 
lächtnisreil auf Gustav Maenus darüber sagt 


Populäre Wissenschaftliche Vorträge. F. 
| Sohn. Braunschweie 1876. Heft 3. S. 12 u, f. 
Was (lie Mathematik anzeht. so findet 

lerne Mathematik. etwa seit Gauß. vor Lenarils 
\ueen keine Gnade. Von der älteren Mathematik 
virıl war eesaet. dab man sie mit Recht (die 
.könielicehe Hilfe der Naturforschune" habe nennen 
können. aber diese Anerkennung bleibt etwas pla 
t ler Gebrauch der el 


1 11 
EEBE NT k har! IısT 


lementaren In 
tinitesimalreehnune wird auf das äußerste einge 


schränkt. Infolgedessen lassen sich selbst bei der 


pädagogischen Krfahrunze und der unleuebaren Dar 


Verfassers Unklarheiten und 


l,üecken nicht vermeiden. Ich möchte in diese! 
Hinsicht auf die folzenden Punkte hinweisen, die 
sich auf die Grundlagen beziehen. In dem Ab 
schnitt über Statik wird der Vektorcharakter des 
statischen Momentes einer Kraft nicht dargetan. 
auch werden die entsprechenden Koordinaten 
lormeln nieht angegeben. so daß die Zusammen 
setzung der Momente für zwei nicht in einer Ebene 
lierende Kräfte unerklärt bleibt. Es fehlen also 
was für ein Lehrbuch der Mechanik unzewöhnlich 
| alleemeinen Gleichzewichtsbedingungen 
für Kräfte am starren Körper. In der Dynamik 
int (S,. 41) die Beschleunigung als der zweite Dif 
[erentialguotient des (skalaren) Weges nach der 
Zeit definiert. ohne daß gesagt wird. daß es sich 
hierbei um die Tangentialkomponente des De 
schleunieungs vektors handelt: dadurch wird 
lie Erklärung der Zentripetalbeschleunigung unklar. 


Ist die 


Zur Beeründunge des Energiesatzes ist es kaun 
wisreichend. wenn er nur für den Spezialfall deı 
»eradlinieen. zleichförmie beschleunigten Bewerung 
ıuseereehnet wird. Unzureichend sind auch die 
\usführungen über den Schwerpunktssatz und den 
ächensatz. die weder den Ursprung noch die 
Tragweite (lieser Sätze hinreichend hervortreten 
lassen. Der Beweis des Sehwerpunktssatzes ist 
nieht überzeueend. die daraus gezorene Folrerung: 

die für «die inneren Kräfte maßzebende 
(Gleichheit von Kraft und Gegenkraft das paar 
weise Vorhandensein aller Kräfte erscheint 80 
mit als Folee (der Träsheitseieenschaft der Materie” 
ist. eelinde zesart. befremdlich. Der Beweis fü 
len Flächensatz wird eanz fortzelassen. Da nir 
vends zesart wird. daß die Winkelzeschwindig 
keiten \ektoren sind. ist auch (die als Ausı ruck ‚les 
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ichensatzes zerebene Formel ziemlich unver 
tändlieh. 

Der Ingenieur wird sich besonders für die seinem 
\rbeitseebiete nahelierenden Abschnitte, Elasti 
‘tätstheorie und Hydromechanik, interessieren. Da 
ler Verfasser nicht die Absicht hat. die Mechanik 
ınter dem Gesichtspunkte ihrer Bedeutung für die 
esechnik darzustellen. läßt sich niehts dageeen ein 
venden. wenn er sieh in der Elastizitätstheorie auf 
Iıs elementarste beschränkt. Ich würde sogar 
mpfehlen. den Absehnitt über Bierune eanz fort 
lassen. da er in dieser Kürze doch kaum ver 
ständlieh ist. Der Abschnitt 273. der die Vorzänre 
ıßerhalb (les Gültiekeitsbereiches les Hookeschen 
(jesetzes behandelt, sollte dem heutigen Stande 
unserer Kenntnisse etwas mehr angepaßt werden. 
ihnliches gilt von der Hydromeechanik. in der die 
rkenntnisse der letzten dreißie Jahre fehlen: 
selbst etwas so Wichtiges wie die Revynoldssche 
Zahl wird nieht erwähnt. 

leh möchte mit diesen kritischen Bemerkungen 
niemanden von der Lektüre des  Lenardschen 
Buches abschrecken. Die Beschränkung in der 
\uswahl des Stoffes gestattet dem Verfasser eine 
vewisse Breite und elementare Form der Dar 
stellung. die dem Leser viele. nützliche Kenntnisse 
verhältnismäßie mühelos vermittelt. Auch wirt 
manches behandelt. was man anderwärts nicht oder 
nieht so ausführlich findet. Wer allerdings die 
Mechanik auf praktische Probleme anwenden will. 
sei darauf hingewiesen. daß für ihn das Studium 
der Mechanik da anfängt. wo das hier besprochene 
Buch aufhört. Tretftz r. 


Dr.-Ine. THEODOR PÖSCHL VDI. o. Prof. a. d. 
Teehn.  Hochsehule Karlsruhe. Elementare 
Festirkeitslehre zum Gebrauch bei 
Vorlesuneen und zum Selbststudiam 
l.ehrbuch der teehnischen Mechanik. zweiter Band). 
VI 218 S. mit 156 Textabb. Berlin 1936. Verlag 
Julius Springer. Preis geb. 14.25 M. 


\ 
‘ 


Der Inhalt des Buches ist im wesentlichen durch 
den Umfane bestimmt. in dem die Festigekeitslehre 
an unseren Technischen Hochschulen gelehrt wirt. 
Spannungstensor, Verzerrung, Verhalten des Ma 
terials. Hookesches Gesetz. Grundeleiehungen. Zur 
und Druck. Trärheitsmomente, Bierungz zerader., 
vekrümmter und elastisch zebetteter Stäbe. zu 
sammengesetzte Beanspruchung, Kniekung. Torsion. 
Knergieprinzip. elastische Schwingungen. Die 
Stoffauswahl ist also nahezu zwangsläufig zerehen. 
Wiinschenswert wäre vielleicht. neben dem Span 
kungs- auch den Verzerrungstensor etwas ausführ 
licher zu behandeln. mindestens (die Hauptdehnun 
ven in Analogie zu den Hauptspannungen zu er- 
wähnen. Bei der Biegelehre scheint mir ein Hin 
weis auf die Erklärun®e des Bierunesmomentes im 
ersten Bande zu fehlen. Es würde sieh hier lohnen, 
lese Erklärune kurz zu wiederholen. damit die 
jeeune als das Hauptkapitel der elementaren 
estiekeitslehre zusammenhängzend dargestellt wäre, 


| 
F 
Ich glaube, die Studierenden. denen das Buch ze- 
wiilmet ist, wären dafür dankbar. In «dem Ab 
schnitt über die zeiehnerische Ermittlune der Träg 
eitsmomente ebener Q@uersehnitte sollte auch die 
Krmittlunge des  Zentrifuealmomentes erläutert 
werden. 


Das Buch ist lesbar eeschrieben. die Unterrichts 


erfahrung des Verfassers ist in der Darstellung 


ieutliceh merkbar, Geleeentlich wäre eine Verschär- 
ung des Ausdrucks empfehlenswert: z. B. ist 
Seite 25, (die Tatsache, daß reine Normalspannungen 
keine Winkeländerunzen erzeuren usw, nieht für 
lie lineare HBlastizitätstheorie charakteristisch. 
sondern für den isotropen Körper. Warum in der 
Definitionseleichune für die Trärheitsmomente statt 
es Integrals S /, .r»? geschrieben wird. ist unerfinid 
‘ch. Bedenklieh scheinen mir die Ausführungen des 


elften Kapitels über die Arbeitssätze der Festie 
keitslehre. Die aus den Ansätzen des Verfassers 
abgeleitete sogenannte zweite Form des Prinzips der 
kleinsten Formänderungsarbeit. Gleiehune 273 auf 
Seite 175. ist sicher falsch. wie man an dem ein 
fachen Beispiel des Fachwerks erkennen kann. 
Sind für ein Fachwerk an einem Teil der Knoten 
punkte die Kräfte XuYu eereben. an den übriren 
Knotenpunkten die Verschiebungen #,2,,80 bestim- 
men sich die Knotenpunktverschiebungen aus der 
Forderung. von allen  Verschiebungssvstemen. 
welche mit den Lagerungesbedingeuneen im Einklane 
sind. dasjenige herauszusuchen, für welches der 
Ausdruck A; — I (Xu tu + Yu) zum Minimum wird. 


[Z| 


(1; == innere elastische Energie.) Hier ist die Summe 


nur über diejenigen Knotenpunkte zu erstreeken. an 
welchen die Kräfte gereben sind. Nach der Glei 
chung 273 müßte sie über alle Knotenpunkte er 
streekt werden. bei dem Minimalprinzip (es 
Kniekproblems ist es unverständlich. wie der Mini 
malausdruck (277) noch zu einem Minimum semacht 
werden soll. wenn nach der Nebenbedineune (275 
nur solehe Durehbieeuneen Yy (r) zueelassen sind. 
für die dieser Ausdruck den Wert Null hat. 
Trefftz + 669 


.. TORNIER, Wahrscheinlichkeits 
recehnune und alleemeine Integra 
tionstheorie. IV-+160 8. Leipzie und Ber 
lin 1936. Verlae B. G. Teubner. Preis zeh. 1? M., 

Der erste, über die Hälfte einnehmende Teil des 
Buches enthält eine alleemeine Theorie der Menzen 
funktionen und insbesondere eine soresam dureh 
vefeilte und in sieh abzeschlossene Inhalts- un 
Maßtheorie bewerteter abstrakter Meneen. Diese 
Theorie bildet die mathematische Grundlage für die 
dann foleende Wahrscheinlichkeitstheorie des Verf. 
Wie schon in früheren Arbeiten des Verf. werden 
unterschieden: Versuchsvorscehrift. ihre möselichen 
Realisierungen. «las induzierte Wahrscheinlichkeits 
feld. Modelle der Versuchsvorsehrift. Handelt es 
sich z. PB. um das Werfen einer Münze. deren beide 
Seiten mit 0 und I bezeichnet seien. und sollen die 
Üreebnisse der einzelnen Münzwürfe (0 oder 1) nach- 
einander notiert werden. so Jieet eine Ver 
suchsvorschrift vor. Diese liefert also 
nach Vorsetzen von „0.“ den einen oder andern 
Dualbruch. Die lorisch mörlichen Reali 
sierungen dieser Versuchsvorschrift bestehen 
aus der Gesamtheit B aller Dnmalbrüche. Je nach 
der Art der Münze (z. B. Lage des Schwerpunkts 
und den zeenaueren Vorschriften über das Werfen 
der Münze, werden nieht alle logisch mösrlichen: 
Realisierunzen mit der rleiehen „Wahrscheinlich 
keit“ zu bewerten sein. Kennt man die Bewertun 
een für eewisse Grundmeneen. z. P. für die Teil- 
intervalle. die dureh fortzesetzte Halbierunge des 
Intervalls <0.1> entstehen. so ist damit eine Be 
wertune (maßtheoretische Wahrschein- 
lichkeit‘ auch für ein umfassenderes System von 
Teilmenzeen von B gegeben. das durch die voran- 
eehende Maßtheorie zenau beschrieben werden 
kann. Dieses Teilsvstem einschl. der zugehörigen 
Bewertungen ist das induzierte Wahr- 
scheinliehkeitsfeld. Die Brücke zur Häu 
tiekeitstheorie der Wahrscheinliehkeitsreehnung 
wird dureh ein Auswahlverfahren geschlagen. 
Dieses liefert ein Modell der Versuehs. 
vorschrift..d. h. eine Matrix. deren Spalten (! 
mögliche Realisierungen (bei dem Beispiel Folgen 
aus 0 und 1) sind und in der für jede Menge 
mit maßtheoretischer Wahrscheinlichkeit der Grenz 
wert der relativen Häufiekeit der zu AU gehöriren 
Spalten des Modells existiert und gleich der mah 
theoretischen Wahrscheinliehkeit ist. 

Damit ist im wesentlichen die Grundleeune deı 
Wahrscheinlichkeitstheorie erfolet. Des weiteren 








olet u.a. die Herleitung der üblichen Sätze der Wa 


ein! eitsreehnune: Formel von Baves, Grenz 
vertsitze \bschätzunzen. Der Verf. hat damit. 
wuseehend von einer interessanten Konzeption und 
ınter auseedehnter Verwendune (des Rüstzeuges der 


modernen Analvsis und Meneenlehre einen in sieh 


hires ISSETI ınd. als reine mathematische Theo 
betrachtet, sehr reizvollen Aufbau einer mathe 
tischen Wahrscheinliehkeitstheorie weliefert. Es 

| e] entscheidende Fraze. ob diese Theori 

S ls «die bisherieen fü lie üblichen An 
enduı r Wahrscheinliehkeitsreehnunge ge 
1 St k.ın ineehende Erörterung diesen 
Fraee ist im Rahmen einer Buchbesprechung nieht 
L Immerhin sei darauf hinzewiesen, daß im 

R I ler vorlieeenden Theorie die Frage nach 


Waährscheinliehkeit für das Auftreten der Wap 
seite bei (lem fortzesetzten Werfen einer Münze 


INIIVoOLie Fr: t IS 


liibinzen. Kamke,. 6534 


Brei Klassiker der Strömungslehre: Hagen, 
Poiseuille, Hagenbach. Hrsg. v. Prof. Dr. L. SCHIL 
ER. (0stwalds Klassiker der exakten Wissen 
schaften Nr. 237.) Leipzie 1933. Akademische Ver 


ft m.b.H. 97 S. m. 4 Textfig. Preis 


ie Gesetze der Strömung zäher Flüssigkeiten in 
köhren bei kleinen Revnoldsschen Zahlen sind 
lie Mitte des vorizen Jahrhunderts experimen 


ınd theoretisch untersucht worden. Die wich 
sten Arbeiten über diesen Grerenstand aus jeneı 


Zeit sind in «dem vorlierenden Bändehen zusam 


stellt. Es sind die Arbeiten von G. Haven: 


| lie Bewerunge des Wassers in enzen zvlin 
ıSs öl ll. als I’ ‚VEN lorffs Annalen 6 
I8301: der Berieht einer aus den Herrn Arazo 

hinet. Piobert und Reenault zebil 


deten Kommission über die Abhandlunz des Dr. 
Kxperimentelle Untersuchungen 
lie Bewerung der Flüssiekeiten in Röhren 


B 5m 
hr kleinen Durehmessern: aus Posrendorfis 


\nnalen 58 (1845) und die Arbeit von Ed. Hagen 
hach: Über die Bestimmung der Zähigkeit einer 
Flüssiekeit dureh «den Austiuß aus Röhren: aus 

q lorffs Annalı 9 CISHO \uf den letzten 
bh Seit tt «der Herausgeber ausführliche bio 
D Ss sowie erläuternde und weiterführende 
B \ erku ‘ ısımmeneestellt 


te (übersetzt und her 

L Teil.. Buch 
VIII. Samml. Ostwalds Klassiker der exakten 
1935. Aka 


seit Vertaeseesellschaft n.b.H. Preis kart. 


EUKLID, Die Elemeı 


= 
\ 


von Clemens Thaer 
E E Im H eibhb« re Scnien [ext Aalls dem (riech) 

iberse en und mit erläuternden Anmer 
neen verseh n Bücher VII—IX der Elemente 
s ] I. die die elementare Zahlentheorie be 


Ereiberr (Sa.). Fr. A, Willers. 611 


Nationalpolitische Übungsstoffe für den Rechen- 
unterricht Yür den mathematischen Unterricht, 
rbeitet \ TTer KÖHLER und Dr. ULRICH 
GRAF, Erränzunesheft zu (den Rechenbiüchern von 
l.öt e Dr. X. Molthan bzw. zu 


(N ıı \l \ 1 +, \l 


LAMPE, \tudiendirektor der Oberrealschul: 
sterschloß .Isterwerda. und Dr. A. WAGNER. 


4 ) sansenr I N: \f 5% y atık m ] 


Ztschr. f. angew. 


huneen Math. nnd Meel 


Wehrsport. (Mathematisch-physikalische Biblio 
thek, Reihe I. Bd. 80.) 51 S. m. 20 Fig. Leipzig 
und Berlin 1955. Verlax B. G, Teubner. Preis kart. 
1.20 M. 

Die EKinführunz des in «den PBändehen be 
handelten UÜbungsstoffes in den mathematischen 
Unterricht muß durchaus bezrüßt werden: Voraus 
setzung ist allerdines. daß die zum Verständnis er 
'orderlicehen Sacherläuteruneen und die anschlie 
senden weiterführenden Betrachtunzen dem mathe 
matischen Unterricht nicht allzuviel seiner so 
sehon knapp bemessenen Zeit nehmen. Bei dem 
hier zeebrachten Stoff wird das im allzemeinen 
nieht der Fall sein. da er dem heutizen Erleben 
les Schülers nahe steht. Kr Ist eeelenet. sowohl 
alleemein das Interesse an zahlenmäßieer Er 
fassunz und mathematischer Behandlunz zu för 
dern, wie zahlenmäßiz bestimmte Vorstelluneen aus 
nationalpolitisch wichtizgen Gebieten zu schaffen 
und der nationalpolitischen Erziehunz zu dienen. 

Freiberz (Sa.). Fr. A. Willers 611 


GERHAÄRD HALLE, Otto Lilienthal. Deı 
:rste Flierer VII-+ 192 S. mit 76 Abb. und 
>» Tafein. Berlin 1936. VDI-Verlae. reis eb. 
I. M, VDI-Mitzelieler 4.30 M. 

\uf Grund der zahlreichen Aufsätze Lilienthals 
über den Flur. seines Buches: „Der Voeeltlur als 
(‚rumdllage der Flierekunst”“ nnd des meist im 
Deutschen Museum aufbewahrten schriftlichen uni 
‚eiehnerischen Nachlasses Otto liilienthals schildert 
die Entwieklunz und das arbeitsreiche 
leben ılieses ersten deutschen "lierers, Er zeiet 
ihn als eenlalen Krfinder. als tiichtieen Inzenienı 
ind als vielseitiren. beereisterunesfähieen. liebens 

indieen Menschen. 

Das Buch gibt ein klares Bild der Stellung jeneı 
Zeit zum Problem des Flierens und der manee] 
haften Kenntnisse der für dieses Gebiet wiehtieen 
atsachen. Es umreißt klar die Bedenutune Lilien 
thals für die Entwieklune der Fluetechnik. Neben 
seinem Beruf schafft er in zäher Arbeit die wissen 
schaftliche Grundlage für seine Fluerzeuekonstruk 
tionen «dureh Messun® der Luftkräfte an zewölbten 
Flächen. vermaze infolee seiner konstruktiven Be 
ıhun®e sich selhst seine uzapparate zur bauen. 
besitzt den Wagemut und die körperliche Gewanil! 
eit diese Apparate in vielen Flügen selbst auszu 
probieren und strebt. nieht entmutiet durch manche 
\liberfolee. stetir seinem Ziel. dem motorlosen Se 
celtlue,. zu. bis der Todessturz mit einem seiner 
schwer im Gleichgewicht zu haltenden Apparate sein 
‚eben beendet. 

\lan kann nur wünschen. (laß das euteeschriebene 
Buch von vielen zelesen wird und so dazu beiträet. 
lie Erinnerung an den ersten deutschen Flierer tını 
ın seine Leistunz für das Werden der Luftfahrt 
wachzuhalten. 


Freiberz (Sa. Fr. A. Willers 653 


Dr. EMIL MÜLLER, Lehrbuch der daı 
stellen Ienbeomet rie. Vierte \utlazı vv 
stäindie neu bearbeitet von Dr. Erw inKru pp.x. 
Professor an der Technischen Hochschule in Wien. 
VIII = 390 S. mit 366 Fig. ı. T. Leipzig u. Berlin 
136. B. G. Teubner Verlae. Preis in Leinen erh. 
>22 M. 

Kin Ruhmestitel des Lehrbuches von E. Müller 
warneben der Reichhaltirkeit seines Inhaltes insbe- 
sondere die wleichzeitire Durehdrinzunz des Stoffes 
nach den Riehtunzen der zeometrischen Theorie, 
ler reometrischen Konstruktion und.«der technischen 
\nwendunz. Diese Vorzüre bei der. dureh nene 
\nforderunzen bedinzten Neuzestaltune der 4,\uflawe 


_ i« - 


u ilten. sondern erhöht zu haben. ist Herrn 
.. Kruppa als ein besonderes Verdienst anzu 
nen. 1er Leser findet für alle Abbildunesv 








rn 











nd 17, Heft l 


hruar 195% 


Buchbesprechungen 61 





ren die theoretische Entwieklung und die Kon- 
ıktive Durehbildung in klarer Darstellung: er 
"1 in einer Weise, die auch den Mathematiker be 
jedigt, über die Kieenschaften der eeometrischen 
sebilde unterrichtet. die für die teehnischen An 
enduneen in Betracht kommen, und lernt ihre Be 
ıtun® durch wohl ausgewählte Anwendungsbei 
niele aus allen Gebieten kennen: er hat in den 
Konren nieht nur die hilfreiche Veranschaulichung 
1 \usführuneen des Textes, sondern auch das 
te Vorbild für die tadellose Gestaltung seiner 
irenen Zeiehnungen. 
Dresden. W. Ludwie 66 


(;. MAHLER, Professor (der Mathematik und 
Phvsik am Gymnasium in Ulm, Physikalische 
\uf eabe ns ammlune. Neubearbeitet von 
Prof. K. Mahler. Studienrat an der Oberreal 
ehule Aalen in Württemberg. Fünfte verbesserte 
\uflave. Sammlung Göschen Bd. 243. 1?8 NS. 
Berlin und Leipzig 1936. Verlag W. de Gruyter 

(Co. Preis geb. 1.62 M. 

ine sehr reichhaltige und geschiekt ausgewählte 
Sammluns von Aufgaben aus den verschiedensten 
Gebieten der Physik wird in diesem nützlichen 
Biichlein zeboten. Wer diese Aufgaben bearbeitet 
wi (die dabei auftauchenden Schwierigkeiten und 
Inklarheiten mit Hilfe eines geeigneten Lehrbuches 
heseitiet. wird eroßen Gewinn haben. Kine kleine 
Beanstandung: Man sollte in der Mechanik nicht 
wie es z. B. in den Aufeaben 70. 74. 114 geschieht 
von Spannungen sprechen, wo in Wahrheit Kräfte 
eemeint sind. 

Stutteart. Wiarda. 6% 


Grimsehls Lehrbuch der Physik. Neubearbeitet von 
Prof. Dr. R. Tomaschek, Direktor des Physika 
schen Instituts der Techn. Hochschule Dresden. 
Zweiter Band. Zweiter Teil: Materie und 
ither. 7. Aufl. VII + 430 S. mit 314 Abb. Leip 
io und Berlin 1936. Verlae B. G. Teubner. Preis 
reb. 14 M. 

Kinen uneefähren Überbliek über den behandelten 
Stoff vermitteln die Abschnittsübersehriften: Der 
elektrische Aufbau der Materie. Die Kerne. 
licht und Materie. Welle und Korpuskel. 
Spektrallinien und Atombau der Mehrelektronen 
Molekülbau. Der Bau der zusammen- 
hängenden Materie, Klektrodynamik bewegter 
Medien. Materie und Enereie im Weltraum. 
bei der Neubearbeitune dieser Gebiete, die gerade 
im Mittelpunkt der physikalischen Forschung 
stehen und bei denen noch vieles im Fluß und un 
reklärt ist, war wesentlich neue Arbeit zu leisten. 
Imd sie ist dem Verfasser elänzend eelunseen! To 
aschek hat es verstanden. den neuesten Stand 
ler Erkenntnisse in diesen schwierieen Dingen an 
chaulieh und übersichtlich darzustellen. Sein im 
Vorwort betonter didaktischer Grundsatz von der 
.hrfureht vor den Tatsachen leitet ihn das eanze 
Werk hindureh. Besonderen Wert erhält das Buch 
ilureh, daß überall mit sehonunesloser Offenheit 
vesagt ist. was im einzelnen unsicher bzw. noch 
anz uneeklärt ist. Des öfteren eibt er auch Hin 
eise,. wie dies oder jenes möelicherweise sein 
sonnte, und damit sieherlieh den Anstoß zu manchen 
neuen Untersuchungen. Alles in allem ein Buch. 
in dem man sich so riehtie festlesen kann! 


Stutteart. Wiarda. 670 


systeme, 


Dr. J. KRÖNERT, Meßbrücken und Kom- 
pensatoren. Bd. I Theoretische Grundlaren. 
2»2 S, mit 350 Abb. München u. Berlin 1935. Verlage 
RR Oldenhboure, Preis eeh, 13.80 M. 

Dieser Zweie der Meßtechnik ist hier erstmalig 

Zusammenhanr behandelt. obzeleieh Teile dieses 


(sebietes schon seit Jahrzehnten Gemeineut alleı 
lektroteehniker sind: man denke nur an (ie Kom 
pensationsapparate zur Kichune von elektrischen 
Meßbzeräten. an die Wheatstone- und Thonison- 
Brücke zur Messune von Widerständen. an die 
Brückenmethoden zur Messung der Kapazität von 
Kondensatoren und der Induktivität von Spulen, 
an die Scherinze-Brücke zur Messun®e des Verlust 
winkels von Kondensatoren und Kabeln. Wer sich 
mit diesen Fraren nur oberflächlich beschäftiet. 
wird sieh sicht E wundern. dab über (dieses Son leı 
vebiet ein ‚welbändiees Werk eeschriehen wird: bei 
näherer Betrachtung erkennt man jedoch die volle 
Berechtigune dieser Arbeit, zumal die hier zu lösen 
den Aufgaben wohl erstmalie unter einheitlichen 
Gesichtspunkten systematisch behandelt sind. Wie 
im Untertitel näher anzezeben. werden in dem voı 
liegenden ersten Band die physikalischen und theo 
retischen Grundlagen beschrieben. Ein erstes phy 
sikalisches Kapitel behandelt nach einer Einleitune 
über die komplexe Darstellun® unter anderem die 
Kirchhoffschen Gesetze, die Maxwell-Zyklen. das 
Superpositionsverfahren, die AÄquivalenten - Netze 
ganz kurz, soweit sie für die spätere Behandlung 
benötigt werden, Da diese Darstellungsweise leideı 
noch lange nieht Gemeineut der Elektroteehniker 
eeworden ist. so hätte sieh in diesem Absehnitt 
m. E. eine breitere und ausführlichere Darstellune 
empfohlen, da sie die Grundlage bildet für den 
Aufbau der späteren Abschnitte, es sei denn. daß 
sich der Verfasser nur an Wissende bzw. Spezia 
listen wendet, was aber nach dem eanzen Charakter 
les Buches nieht anzunehmen ist. Nach kurzen 
\bschnitten über Stromindikatoren. Stromquellen. 
Normalien folgen die Hauptabschnitte über Gleich 
und Wechselstrombrücken und Kompensatoren. 
bei diesen letzten Kapiteln glaube ich, daß deı 
Verfasser in seinem Bestreben. mörlichst keine 
wichtire Schaltune auszulassen. über das Ziel hin 
auseeschossen ist. Es wäre wohl auch hier zweck 
mäbieer gewesen. aus der Fülle der Veröffent 
liehungen und Sehaltunzeen die wiehtiesten An 
ordnungen herauszugreifen und diese so eineehend 
zu behandeln, daß sie auch für den Fernerstehenden 


ohne weiteres verständlich werden. \ıch hier 
dürfte das alte Spriehwort zelten,. daß sich in der 
Beschränkunz erst der Meister zeiet. Auf den 


Studenten der Elektrotechnik und «den Elektro 
inzeenieur, dem die hier behandelten Fraren ferner 
lieren, dürften die vielen Meßmörlichkeiten eher 
verwirrend- als klärend wirken und er läuft Gefahr. 
vor lauter Bäumen den Wald nieht zu sehen. 

An kleineren, bei einer Neubearbeitung leicht zu 
behebenden Mängeln ist mir folgendes aufgefallen: 
Vielfach sind die Bezeiehnungen des AEF nieht be 
nutzt worden, für die Spannung teils der Buchstabe 
E und U gewählt, für die Frequenz der Buchstabe », 
für die Windungszahl von Spulen n statt ww. Im 
Liiteraturverzeichnis ist vielfach nur (das Werk. 
nieht aber der Abschnitt und die Seitenzahl anee 
eben. So hat es m. E. keinen Zweck bei einer 
konkreten Aufgabe auf die praktische Physik von 


Kohlrausch hinzuweisen: denn daß man dort 
alles findet. was zur physikalischen Meßtechnik ge 
hört, weiß jeder geschulte Ingenieur. Sehon aus 


Gründen der Zeitersparnis müßten die Stellen näheı 
anrereben werden. wo bestimmte Anufeaben näher 
erläutert sind, 

Hoffentlich wird der 2. Band. der sieh mit dem 
konstruktiven Aufbau und praktischen Erfahrungen 
heschäftieen wird. bald erscheinen. (a erst dann 
eine volle Wiürdieune der eroßen. in das Werk re 
steekten Arbeit mörlich sein wird. 

Der Preis ist hei der Fülle des (ehotenen und hi ] 
der vorzürliehen Ausstattune als niedrie zu be 
zeichnen. 


Freibere (Sa. Brion VDE. 671 
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Ferner sind bei der Sechriftleitung folgende 
Bücher eingeranzren (ausführliche Besprechung 
bleibt vorbehalten 


H. I,. STUDER, dipl. Masch.-Ing. Experimen- 
telle Untersuchunzrzen über Flügel- 
schwinzunzen,. P. de HALLER, Dr. sc. tech.. 
‚a portance et la trainee induite mi- 
nimum d’une aile au voisinare lu so] 
Mitteilungen aus dem Institut für Aerodynamik. 
Kilerenössische Techn. Hochseh. Zürich. hrse.  f 
Prof. Dr. .). Ackeret. No. 4/5). 130 8. Zürich 1936. 
Verlae Gebr. Leemann & Co. Preis 6 M. 


Convegno di Scienze Fisiche, Matematiche e Na- 
turali, 30 >Settembre 6. Ottobre 1035 NIll. 
Tema: Le Alte Veloeita in Aviazione 
Reale Accademia d'Italia, Fondanzione Alessanılro 
Volta. Istituta della Societä Edison de Milano. 
\tti dei Conveeni. Bd. 5). 694 S Rom 1936-XIV. 
keale Accademia d'Italia. Preis 50 Lire. 


EUKLID, Die Elemente. Nach Heibergs 
ext a. d. Griechischen übers. u. hrse. v. CGle- 
mens Thaer. IV. Teil (Buch X), (Ostwalds Klas- 
siker der exakten Wissenschaften. Nr, 241). 119 8. 
Leipzie 1936. Akademische Verlagsgesellschaft m. 
bh. H. Preis kart. 5.60 M. 


R. v. MISES, Flugzlehre, Vorträge über 
Theorie und Bereehnung der Flug 
zeuee in elementarer Darstellung. 
5. Aufl. neu bearb. v. Dr.-Ine. Kurt HOHEN 
K,MSER. VI 312 SS. m. ?10 Textabb. Berlin 193%. 
Verlar Julius Springer. Preis brosch. 13,50 M., 
ceb. 14.70 M. 


’. DEBYE, Methoden zur Bestimmung 
ier elektrischen und zeometriscehen 
“ıtrukturvon Molekülen. Nobelvortrage. ge 
halten am 10. Dezember 1936 in Stockholm. 34 > 


l.eipzie 1937, Verlag S. Hirzel. Preis kart. 1.50 M. 


BORIS X. BAKHMETEFF, Professor Columbia 
Universitv, The Mechanies of Turbulent 
"low. Leetures. XII + 101 S. Princeton 195%. 
’rineeton Universitv Press. Preis 16 sh. 


Buchbesprechungen 


Math. und Mee! 





SIR ARTHUR EDDINGTON, M. A. D. Se. LL. 
D. F. R.S. Plumian Professor of Astronomy and 
experimental Philosophy in the University of Cam 
brilge. Relativity Theory of Protons 
ınd Kleetrons. V\VI1+336 S. Cambridre 1936. 
University Press. Preis 21 sh. 


Dr.-Ing. FRIEDRICH HARTMANN, 0. Prof. deı 
Teehn. Hochseh. Wien. K nick BD®E, RK ippung., 
beulung. VI+201 8. m. 143 Abb. Leipzig und 
Wien 1937. Verlae Franz Deuticke. Preis zeb 
IS.dO M, | 


L.. N. G. FILON, C. B. E.. M. A. D. Sec.. F.R. S. 
’rofessor of Applied Mathematics of University 
Collere, London. A Manual of Photo-Ela 
stiecity for Engineers XI+ 140 S. Cam 
bridge 1936, University Press. Preis geb. 5 sh. 


H. G. TELLING, The Rational Quartie 
Curve In Space of Three and Four Di- 
mensions. beine an Introduetion to 
kationalUurves (Cambridge Tracts in Mathe 
maties and Mathematical Physies, No. 34). VI 
iS S. Cambridee 1936, Universitv Press. Preis 


« 


e) >81, 


CARL STORMER, Resultats des caleuls 
numeriques des trajeetoires de cor 
pusceules eleetriques dans le champ 
l’un aimant &elementaire, IV. Fais 
ceaux de trajectoires de l’infini 


avec asymptotes parall&les ä l’axe 


les X 958 V. Faisceaux de trajec 
toires avec asvmptotes parallelesäa 
l’axe magnetiques et normalesä cet 
axe. 918. Oslo 1956. I Kommisjon Hos Jacob 
Dvbwad. 


Dr.-Ine. HANS HIEDL, Verbrauchsdia 
eramme von Wärmekraftanlaeen. 
‚(rundlagen und Entwurfsbeispiele. 
VIII + 130 8. m. 101 Abb. Leipzig 1937. Verlag 
‚Johann Ambrosius Barth. Preis kart. 10.50 M. 

\LFRIED RÖTH, Die Kinheit von Stofl 
und Kraft. 558. Eisenach 1936. Verlae Rudol!i 
Iineelhardt. Preis kart. 1.80 M. 


NACHRICHTEN 


Fünfter Internationaler Kongreß lür angewandte 
Mechanik (1938). 

Wir das amerikanische Komitee, dem im Juli 1991 
anläßlich der Tageune in Cambridze (England) von 
dem Internationalen Komitee die Organisation «des 
"ünften Internationalen Kongresses für ange 
wandte Mechanik übertragen wurde, mitteilt. findet 
ter 5. Kongreß in Cambridee. Massachusetts, USA., 
vom 12. bis 16. September 1938, und zwar in der 
Harvard-Universität und dem Massachusetts Insti 
tute of Technology. statt, Ebenso wie in früheren 
Il aueh dieser Konereß eine Zusammen 
kunft der auf dem Gebiete der anzewaniten Me 


® hi 
n. Ihnen sollen Be 


‚Jahr: I 0 


chanik tätieen Fachleute seı 
richte über die neuesten Arbeiten zur Erörterung 
voreeleot werden. 
Das Prorramm umfaßt drei Hauptabsehnitte anf 
dem Gebiete der anrewandten Mechanik. nämlich: 
l. Aufbau. EHlastizität. Plastizität. Ermüdung, 
Spannungstheorie, Kristallaufbau, 


II. Hydro- und Aerodynamik, Gasdynamik, Hs 
draulik. Meteoroloeie. Wasserwellen, Wärme 
übereane. 

III. Dynamik fester Körper, Schwingungen unıl 
Schall, Reibung und Schmierung, Verschlei® 
und Festbrennen (Fressen). 

Im Anschluß an die Tagung in Cambridge. Mass.. 

ist ein Besuch in Washineton (National Bureau ol 
Standards) und Langlev Field (National Advisor 


Committee for Aeronauties) zeeplant. 


Giünstiee Schlaf- und Wohneelesenheiten werden 
lureh die Harvard-Universität besorgt, 
\nfraeen sin] zu riehten an den 
Kıfth International Coneress for \pplied Me 
:hanies. Massachusetts Institute of Technology. 
Cambridee. Mass. USA. 


Th. v. Kärmän. .% BKunsaker., 


Sekretäre. 





en lie ‚Inse hr itt le S Hı MT Prof. Dr. II vllers. 


Dresden-A. 20. Dorotheenstraße 12. zu senden. T 
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